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AVERTISSEMENT. 

COMME les diffêrens Mémoires contenus 
dans ces OpufculeSf exigent une le<5lure 
attentive Se fuivie , pour fe mettre au fait des 
matières qui y font traitées, je me contenterai 
de donner ici une idée générale de ce qu'ils 
contiennent. 

Dans le premier je fais voir contre M« Daniel 
BemouUî j que la folutîon donnée par M. Taylor 
du Problême des Cordes vibrantes , eft infuffifànte 
& imparfaite , même avec Textenfion ingénieufo 
que M, BernouUi y a donnée ; je prouve que 
la feule vraie folution de ce Problême eft celle 
que j*aî trouvée le premier par une méthode 
iCnguliere & nouvelle , & que j*ai publiée dans 
les Mémoires d© l'Académie de Berlin 1747, Je 
prouve de plus contre M.Euler, que cette fo- 
lution > quoiqu'aum générale qu il eft poUible , 

|]*eft cependant applicable qu'aipccas où la cprde 

aîj 



iv AVERTISSEMENT. 

a ane certaine figure au commencement de ib» 
mouvement ; & que dans les autres cas le mou- 
vement de la corde ne peut être repréfenté par 
aucune formule analytique, ou, ce quf révient 
au même, ne. peut être foumis au calcul. Dans 
un Supplément à ce Mémoire,, je réponds à un 
très-habile Géomètre de Turin,M. de la Grange^ 
qui avoir embrafTé l'opinion dé M. Eiilér, & qui 
l'avorc appuyée par de nouvelîes preuves, trou-* 
vant celles de M. Euler înfuffifantes» 

4 ft 

Le fécond Mémoire 5 pour objet le. mouve-^ 
ment d'un corps qui tourne autour dun axe- 
quelconque., fixe ou. variable , avec une vitefîB 
quelconque , variable ou uniforme, étant animé 
ou non- par des forces accélératrices queicon?^ 
ques. .Cet Ecrit n'èft qu'une . application des 
formiules du Problême de la Préceffîon des Equi-^ 
noxeSfCpc f ai réfblli le premier, à des cas eiv; 
core plus généraux. De fàvans Géomètres enÇ. 
déjà traité' le fujet qui fait l'objet de ce Mé- 
moire ; mais ma Iblution du I^robleme de la pr^- 
fceffion des Equihoxesi qui a ouvert lit route 
pour réfoudre Ce genre de queflions , avoic pré^ 
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cédé leur travail , comme ils n*ont pas fait difii^ 
culte d*en convenir eux-mêmes. 

Dans le troifiéme Mémoire , je développe- les 
loix des olcillations des corps flottans , fur lef- 
quelles j'avois déjà dcmné un Eflai dans ma Théo- 
rie de la réfiftance des fluides, M. l'Abbé. Boflut , 
Profeflèur Royal de Mathématique aux Ecoles 
du Génie , & Correfpondant de l'Académie des 
Sciences , a fait un ufage heureux Sc utile de 
quelques-unes de mes formules dans fon excel- 
lente pièce fur V Arrimage des Navires x^iui a pac-^ 
tagé le prix de l'Académie en lydr. Il a de plus 
ajouté à ces formules beaucoup de remarques cu^ 
rîeufès & importantes qui lui appartiennent r Sc 
qui ont rapport au mouvement des Navires. 

Le quatrième Mémoire a pour objet la ré- 
.duétion de& loix du mouvement des jQuides aux: 
équations analytiques les plus générales qu'il 
eft poflible ;^ après avoir donné ces équations^ je 
fais voir qu'il y a très-peu de cas où le mou- 
vement dès fluides puifïe y être réduit , & par 
confëquent être déterminé par un calcul rigou- 
reux; d'où il s'enfuie qu'en général les loix de: 
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rHydrodynamique , entant qu'on les (bumet au 
calcul , ne peuvent être connues qu*à-peu-près. 

Le but du cinquième Mémoire eft de rendre 
plus rigoureufe Se plus (Impie l'ingénieufè dé" 
monftration du principe de la compofition des 
forces , que M. Daniel Bernoulli a donnée dans 
le ptemierVolume des Mémoires dePéterfbourg, 

Ces cinq Mémoires avoient déjà été annon- 
ces dans l'Avertiflèment de la nouvelle Edition- 
de mon Traité de Dynamique; ils étoîcnt dèflors 
en état de paroître ; depuis ce tems je les ai 
perfeélionnés , Se augmentés de nouvelles re- 
cherches. 

Dans le fixîéme Mémoire , je foutîens contre 
le célèbre M. Euler,le même fentîment que 
foutint autrefois M. Jean Bernoulli contre M. 
Leibnitz > (avoir que les Logarithmes des quanti- 
tés négatives ne font point imaginaires , mais réels, 
ou plutôt qu'ils peuvent être iuppofés à vo- 
lonté réels ou imaginaires , & que tout dépend 
du fyftême de Loganthmes qu'on choifît. Aux 
-preuves que M. Jean Bernoulli a «données de 
^n fentîment, & que j'ai dévelo|^ées &'expo- 



AVERTISSEMENT. vîj 

fées d'une manière encore plus frappante , j'en 
aï joint plufîeurs autres ; êc j'ai répondu aux ob- 
jeiftions de MM. Leibnitz & Euler ^ de manière 
à ne laiflèr , ce me femble , aucun doute fur cette 
queftion épineufè Se délicate. 

Le feptiéme Mémoire efl un fupplément à ce 
que f al donné dans les Mémoires de Berlin de 
1746 ôc 1748 , fur les intégrations qui dépen- 
dent de la re^fîcation des Seélions coniques > 
& de la quadrature des lignes du troifléme ordre , 
& une application de ces intégrations à la qua- 
drature de la fur&ce des cônes obliques. 

J*ai recueilli dans le huitième Mémoire plu- 
fieurs remarques fur Tattraélion > pour 4claircir 
& développer quelques endroits de mes autres 
Ouvrages. J'y fais voir ; i*^. qu'en fuppofant à 
la Terre un noyau intérieur d'une denfité diffé- 
rente du rcfte du fphéroïde , la figure extérieure 
de la Terre dépend moins de la figure de ce 
noyau , comme l'ont cm quelques favans Géo- 
mètres > que du rapport de h denfité avec I2 
denfité du refle du fphéroïde. a°. Que la Terre, 
même en la fuppofant en partie âuide> pouiroic; 
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fiiblîfter fans être un folide de révolution , pourvu 
qu'elle eût m noyau intérieur folide, qui ne 
fût pas un folide de révolution , & qui fut d'une 
deniité différente de la partie fluide. 3°. Enfin 
j'explique pourquoi un corpufcule placé (ùr une 
fiirface fphérique, éprouve une attra<5lion qui 
n'eft que la moitié de celle que la même fur- 
face exer eroit fur le même corpufcule, s'il 
étoit placé à une diftance infiniment peu plus 
grande. 

Le neuvième Mémoire contient Texanien des 
principes qu'on employé communément en Op- 
tique, tant par rapport aux loix de la vifion 
dire<5le,que par rapport à celles de la vifion 
réfléchie ou réfra<5i:ée ; j'en fais voir le peu de 
folidité , & j'en conclus que <kns cette Science 
prefque tout eft encore à faire ; que les prin- 
cipes qui y font le plus généralement reçus , 
font , ou faux , ou tout au moins très-incertains ; 
qu'il eft très-douteux, par-exemple, que les ob- 
jets foient toujours vus dans la direélion du rayoïi 
vifuel ; que l'on- n'eft pas plus înftruit fur- lesr 
loix de la diftance SC de la grandeur apparente 

des 
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dès objets dans les miroirs & dans les ^e'rre^; 
que les expériences d'Optique qui paroiflênt les!' 
plus (impies , font fujetces à beaucoup d'iÙiilions 
& de variétés &c. Je donne auffi dans ce même 
lAémbîre une méthode ^ue je crois allez llmple 
Se aflèz fûre pour déterminer la diflance Si la 
grandeur apparente des objets dans la vifîoa 
direéle;â: je fais à cette occafîpn diffêrentes^ 
remarques qui' pourront^ je cirois , intére/Ièr les 
Géomètres. 

Dans le dixième Mémoire > fefxamine les prin^ 
cipeis feçBS'iurqa'Xci par les Mathématiciens ifur* 
le calcul des probabilités , & je tâche de môn-r 
trer que ces principes (ont au moins tfès*dou« 
teuX) pour ne rien dire de plus. ^C*eft à quoi je 
parviens en ^examinant: un cas finguUer du Pro<r 
blême' des jeux de : hazard , iùr la fblucion du-( 
quel les Analyftes parollïènt s'être vainemene 
exercés jufqu'au^urd'hui , & qui ne peut être 
fiifceptiisile d'on^ iblutibh- fael^ifàhte , < qà'en 
Umiàaa â: -en > mod^âdc lei^' pflt^ipés doutcdesf 
tnêmèfi And^&es £e {ùot {e^rvls' jùiqu'à préf^ntf 
pour iélotidre les quèlBioÀ^ d«! cette efpé)ce< ^-^ 
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Le onzième Mémoire,, for rinoculatioh dç îdt 
petite Vérole > a pour ctbjet de prouver que dan* 
les calculs qu'on a faits jufqu à prévînt pour 
f ondacer les avantages de rioociiktibn , on n'a 
poiflC envtfàgd la queftion (bus fbn véritable 
f oint de vue; & qu*il eft très-difficile , pour ne 
pas dire impoiCWe^ d'apprécier ces -avantages par 
le calcul; ce qui n en:q)cdie pas > comme je l'ob^ 
j^fve , qu^ là pratiqué de l'inoculation ne puiile 
être avantageufe ,. quand elle fera conduite avec 
les précautions eonvendbles; Comme l'objet de 
ce Mémoire i^técefièrtouiS les Citoyens* fat taché- 
de le; rendre dtaif & UTîpàrtial ; il adt perfonne 
qui avec un pe« d'atfiehtion né puiile le lire^ 
l'éntendré & le jugejr ;ij3S:détailsMat}iémaçique$ 
iont re jisttés ' dans de$ notsfl. &rèsrétendues> que 
^|;)oin6efi au Mémoire r.&. ^i contienneht beaurr 
foupT^'àuiffesireniarqûeis importantes 'ouciiiîeuT 
jfes fut lathéorie del'inocûlatioiï. : ' 
. ,Dan^ Ipdmziim^ Méhioîre ,, après avoir mon^ 
tré ,, €o)3tre la pféterition' d'iia;fitvant Géoiné^ 
ire'jjqaeià théorie, dès :pei$ufbaâbns dés Comè*- 
«es ^ (^Qtefii^ç dunik-folutloolçie j'ai donnée 
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<3ès '747 dix Problême 4es trois corps , je per->- 

£e(5Honne cette théorie ; j'en ûmpUâs la pratique 

par différens moyens que je propoie pour cet 

effet ; & je parviens à une méthode pour calculeff 

les perturbations des Comètes^ plas fimple, ce 

nie femble , plus abrégée Se plus facile > que ce 

qui a été publié juiqu'à préfent fur cette ms* 

tiere. L'Académie de Peterfbourg a propofé ce 

Problême pour le fujet du Prix qu'elle doit di£^ 

trîbuer cette année; Se elle exige qu'on y joigne 

l'application dé la tbé^oïie à la Comèee de 17 f^ 

Cotncne je n*ai eu qsntioifEiisee que Fort tard du 

Programme, je n'ai pjis^eu'le cems néceâàire ponit 

entreprendre ce calcul^-dcot. la. longueur éDar-* 

tat eÉd-ailleuf^ifêole Cj^bie de sebuter^ quand 

en n^eitaidé pac ^earfonne; Xe me GnsàDttè coa* 

tenté: dé- hiïfe part, aux Qéôme tirei de'ms. tné-* 

thodtt', éont fat expofé le procédé avec le: p^liis 

grand: détail, &-aiuec toute la. clarté qui ntar été 

' poâibki :: ^ ^e^ lâeP âaite (fu^ Wy- lattirat j^&é : et 

Calcoiatetir tdiicc ftàtà peu inœlligotti^^ qui Tue ôet 

«spolérii^ pttiilS^i^teptendré^iedécdrmineii-lBS 

ûièftsàxsà» àA itiOttvdi«)^ift:^4<S'€oiiièc8è;:put& 

bij 
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que fài eu foin de lui' mettre fous les yeux lia 
fuite des opérations qu'il doit faire , & qu'il n'y 
a plus abfoiument qjii'à.fubflicueF aux quantités 
algébriques les^ nombres qui conviennent à cha^ 
que Comète en particulier. 

J'examine dans Je treizième Mémoire, la dif* 
j)ute qui s'eft élevée entre leis Géomètres au 
fujet de la différence d'un mois qui s'eft trouvée 
entre la prédi(5tion du retour de la^ Comète de 
16S2, Se l'bbfervation de ce même retour. Je 
prouve- que cette différence ne doit point être 
comparée ( comme on l'a prétendu )' à k pé- 
riode entière , encore moins, à là. fbmme de 
deux périodes confécutives , mais feulement à 
la différence de ces deux périodes , qui- n'ell 
que de x8 mois.; & qu'ainfit la- diS^rence 
cre le calcul &Fobfervation,.eA au moins d'un 
dix-buiciéme > &. non pas de ,,'^^ .Je prouve 
même^ qu'en Êiifànt la répartition la- plus, vrai- 
ièmblàble & la plu^> naturelle des- ed'eurs corn- 
xnifes dans, les difféVens réfulcats ^.t'erreur du der- 
nier réfùltat a dû. être vraifemblablement un 
cinquième du total; ce qui doit êcK uniquement 
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imputé à la nature des circonftances du Pra- 
i:>lêmc> qui n'a pas permis une plus grande pré^ 
cifion dans les calcijls;^ : ; :\ . J. .' : 

Le quatorzième Mémoire effcdeftiné à défen- 
dre . ma iblutioa du ProUême . des. trois corps 
contre les obj,eéUons qu'on y a faites , Se à mon^ 
jtrèr' les avantages de cette folucion far celles 
qui otu été données c)u ihêmè Probfêine* ^ "> '' 

Ce Mémoire eft fuivi de nouvelles* Tablés de 
la Lune , d'une forme très-commode & très- 
fimple. J'ai d'autant .plus, lieu d'eQ)étes que les 
Autonomes «a feront ufî^e , qae je les' crois 
d'ailleucs aâ[èz éxa<5tes. : M. Couiin y habiie Ma- 
thématicien , qui a bîea voulu ra'aider "dans hi 
calcul de ces Tables, sfen étant: fer vr pour dé~ 
terminée *plufieurs lieux.' de l^r Ltmè, tfat. jamais 
trouvé-: une minute de . différence entre le calcul 
S^ l'obfejpvation.; 

; Enfin , dans le. quinzième . Méijïoifé > fapplO- 
^ue à'jla LuiCiQ>.rëganiée. comme ûfi- l^ïiiérbïdé 
dont les Méridiens & r£<pat@uriei>oiënt- des 
ellip{ès, la théorie que j'ai donnée dans les Mé- 
moires de l'Académie de 1754 fur ta précefll 
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des points éqninoxiaux dans de pareils fphéroï* 
des. Je joins à cett» application difïërentes re* 
marques fur la libration de la Lune, {ur les 
fflouvemens que peut avoir fon axe , Se même 
fut le Problème deiaprécsffiondes Ëqoinoxes 
giéhéral^c . ' .. 

Telles font les différentes madères traitée* 
dans ces Opiifcules, La: plôpiart des Mémoires 
qu'elles contiennent , peuvent fournir- le fujet 
de. plusieurs autres, comme il eft aif^ de s'en 
convaincEC en les lisant;' & je me propofeiïè 
domier.de items en oems.une (uke à ce» deux 
.Volumes , autant ..que mes autres occupations 

pourcontmeiepeiimettre.' -, 

-„Aujiefte> je irae flatte que lés iàvans' G^me^ 
treib dont j'ai .cru pouvoir attaqpet les aliénions > 
pr^lj^e ' tooimm pour . ma propre défende , nû 
m'en {auront pas mauvais gré} en cc^nbattapè 
letirs. c^plni<>tAt^}éirai.tous les égards que je dois 
à leur perfpone '&:à:laàj.méiite^& je lie cmi^ 
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fiotu fur unfimde'y - - ' • • •' ' • - pag. 104 

I,. I, Des. ofcillaùons^^s. Figuras plants-, . . /pag. x o^ 

5. II. jy&y ofciUations planes d'un corps irréguUer, 

. ... ^ . '. ",/..,.'_. . -x ■■pîç^'iaa- 

$» J II. ilfej ofciUations i'un corps JôlèSequekionqûé'de 
figure irréguliere, pag. laf 

Quatrième Mémoire. 
R^xionsfur Us Loix du mouvement des JbUdes» p. 13 T 
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Cinquième Mémoiri. 

^imonjiradojt da principe . 4â la compojiùon des For- 
ces, pag. i6^ 

Sixième Mémoire. 

Sur les Lopirithmes des quann tés négatives ^ pag. 180 
Supplément au Mémoire précédent ^ /kr les Loga^ 
rithmes des quantités négadves j pag. 2 1 Q , 

S Ç P T I £ ME M 1m o 1 h e« 

• • • » « « 

Supplément tfux Mémoires . de P Académie Royale des 
Sciences dfi fruffe d^., 1:^46 éC 1748 , pag. aj i 

De lafujface des cônes obliques , pag. 2^4 

De làjjirface d^un céne-qui àpourbafiè fine £làp/e, p- a 3 5 
Î^DDITION au Mémoire précédent , pag, 2^^ 

HUITIÉM^B Mf^OII^E* 

Remarques fir qu,^ues quefiions concernant l*attrae' 
ùon, pag.ji4;(^ 

Neuvième Mémoire* 
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'Doutes fiir différentes que/lions d'Optique i pag. âtf^ 
SupPl.BMENT a r^irt, ij6i^Traite'deDj^aamique^ 



. aouve/U £dmoo ,^ pag. ipa 
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» « * t ' • et *" 

' À r donné, dans Ie$ Afëûioîrci 3e rAcV 
uéoile des Scièiices âb rrufle pour" Pan» 
riéë 1747, des jreç^çrçntes fur les yibra- 
tK>h6 ^^orclfeâ fonoi^-, qur ont; étiést-i 




17JJ. La Icaurc de leurs MénftçjfjffoSc ,4eS;flii^?;ifuÊt 
firoit.peut-ê^eppur.in^ix|6Çxe;à Ç0!<|iyie»: de leur»;a|ta« 



; X ir^K LES riBRATiOirs 

ttietit> femble m^accorder ce que l'antre me nie..Néai^ 
moinsr la diâjcuké de k queftioit^ qui oe peut avoir que 
; trè5-|)êu de Jugés i & le nom de mes ^ux Advecfaires j^ 
<:;v^^^ehgagent à foumettfe au jugement des;.Savians les 
objets de notre conteftation. je donnerai d'abord une 
Ibiutioft nouvelle du Problême ,des cordes yibranteit> 
exÎQorç plus iimple <^p cçlle^que jjai déjji donnée dan# 
les Mémoires déjà cités ; j'y joindrai quelques remarques 
relatives à cette folution y^pi r^pplicatiçt^de m^ m^hode 
à difïérens ï'roblêmes fur lés vibrations des cordes fdno« 
les > je répondrai enfuite aux objeâioïis de AlefÇeurs 
£uler & BernouUi» 

•rj-I/Sah ^4J\i^ (Figi,^.) une' corde en vibrattoitj^ 
!iiP = x\PM==yy^j4B'=sàionTu^^ les vîr 

liratioas font fort^ew^i «^1^ ^^ P^ut ùire Mm^=^dxm 
L'ordonnée P M ne peut être qu'une fonâion derabfciile 
X « & .du tente / lécoulé depuis le Commeticea&extt du 
mouvement ; & fi on imagine que la corde fe meuve 
de iP. vers M. y &.Qu^ot\ nomn^e Fla^fprce retardatrice 
ou . point Mtp tft péfanteurVOle. tems qu'un corps pe« 
^ht'.meittoît à parcourir l'elpacé quelconque e, oaaura 

*— •^■ j\^; ' «sa» ■ • ^, . ' <; > ^uaiipo 4Qnt te premier menH 

trè «itprkne le coëffibiëiîl-à'è 'if />, brfcjti'oit: prend U 

«aKreftcèïecoriaé '(krV; èiPtitJ Stifânt' varier que / U 
tti'ïuppdfànt ifr-èofmiftft:-'^ '- •• ^.-^ ^'^ '•^•- -' - '■ • • " = 
- ' Or là force Ïetwdîtiîiœ-F «l ^%ale àla force de te»i 
fi<^ âÂdcipUée ^rkh^fi^ tlexônmi^ençe en M,^ àh 



ffSie |Mir la petioe mafle à mouvoir Mm ou Vjr^La 
force de teniionrpèat être fup^fée ^=f m a^ c'èft-à-dire^ 
CD ni£o^ de ^M n ?yeç. le. poldfi.de la çoidc £a.(a 
étant la loi^eur de la corde > &/ 1^ gravké^ i & l'an* 



g|e de «oAtiqgeace cft— — r — ^icn ac faifaat varier 
que *. Î)oîic 1^=è=— J^^LIUJUi dénc^iraht iir fubfi 

tfoù U s'cn&it que €i on fait; dj' ^^p J t-^à-éfx * on 

Tera tmedifférèmi^Hé«M£te ^ wffi^bi«f]|.que^l/if 4^Y^aK3( 
-dbncfi on faki/2^==:j?^^^yi/*i on au» d^^du == 



«I*. fc i j . 



/? '^^•dx^dtài dy^^Mu=:f^r'i • ^^ — ^^ ; donc 

^est^ (jf -j^ / ) ^ A •( ;if — r *-),' c eft l'iéquatîon gêné- 
nie Mes cordes vibrantes > attachées ou non pat"âeûj( 

Sur cette foludpçi fî fimpie je ferai d'aTOtd'Hftie re« 
tBtdrqâè 'M^affinit, ^HEiu^t 'tfaÎM iès aMémoface«dlft 
PÂcadémie de Betlm 17^3^» elft-panronu à kjm,éa^e,équ^: 
iÀon-^ue moijpittus^ cejoie ^mbleVipai une inétliôdp 

' A y. 



4 's'^k\È'É^f fi-fiPic^AT^iaîfs 

«oms fot^i d5 ce qae-^^-^ , a piroît cft 

éoiitirorb q«é iMl..i:L4ii-.,.*«brt*antun nombt* 

confiant; çe qui n'eft * pjjs^vraî , comme on le peut voir 
aifément par hi feule difïërentiâtîon de l'équation >-=* 

Ç (r^-H-f^ ^.A(i«'-r^> Il cftvwi qucrilauation-^;^ 



ki^ita«hi 



qu'il aTn\te pÉir hsfa'rd qu en Eiéunîflan t. ces deux valeur» 
'de je y on'a là valeur générale ïïêj^ qui répond" à i'équa^, 

tioil ; ■ = ^ — ; mais quoique la foltttion de M* 

ïluîer côhduîfé î une cdridluffon vriaîê, elle n^en pft pasv 
cemeleinblej plus âxsâe poiir cela^ puifqu-elle ferabh^ 

appuyée fur Phypothèfe huffc que ■ ^ aaa- ^' - 
iîQmie «n^S^fnJ -^^ ÎJS d« tng^nérail 

'Hi^t^^è^'ixih^^^ pas à tott- 

• * .... 

.I5es les quantités auxquelles convient féquatioir - , ^ --^ 

' ' '^^> ' / /. ^. / ' 

s= — t , comment peutH)n être lur que lintéfiirah 

%ioiL'>de(xtàfie céèuadon -^»p--r^rjM'~pf^>.dQnnc*a U:ia^ 

lutiongénéïate'du^P^obIême^ ' 
]L% foiation que M. £uler a donnée dé ce méjôie 



pss croRjyEs sonores. % 

Piobléme y dans les Mémoires de Berlin 1 748 y efl plus 
cxaâe f mai& elle ne diffère point y çomm« il la re« 
înarqué lui-même 5 de celle que f ai donnée dans les 
Mémoires de la même Académie pour 1- année 1 74^7* 

Au lieu de Fébuation ^ f ^ ^ ==» ^ ;^ ^ tirée de 

^ il . dx 

réqaation j— =— -r— ^, j aurois pu écrire celle-cfc> 

en apparence Beaucoup pîus générale , -^-^=^ — -^ — 

c=s — i^--i£ tL^ ^ repré(cntant une fcnftîon queFcon^ 

que de «> 6c ^ une fqnâion- quelconque de / ; mais 
celte équation donne p d x^d^ -H y^^-H J 3- une 
diJSâxntielle complette > & par conféquem j^dx-^g df 
pjÂs féparément eft auflLune différentielle complette ; 

donc réquation fubftituée à ^ff - = - [^i i efl auffî 

géhéirare qu'on le peut fouhafter. 

On pourroîr croire aa premier coup d'oeil j que Téqua^ 
don^ = <p (x + i) ^AÇx — t) n*èftpas aufli géné^ 
lalé qu*clle le peut être; car Téquation j^ = (p (^-h/) 
^ ^ (jt — / ) ^ Ax x^ A it-h Cx -h DV-h i', qui 
cft en apparence phis générale, fatisfaît égalémem à. 

iMqpadon diflFérentielle— j^ =^ - ^ ^f '>Mais on|^ur 

-4 if 

femaïquer gue ^ jp x»+* Att^ (^nhO/^ — ~ 



g Sï/n l£S yJBR'ATJO NS 

fuppofant r-h <?= C &-?"—<? = A ou f'— -^-^^ 

& t? b= ^"y ■■; à regard de la confiante JP, elle «!t 

cenfée entrer dans Ttine des deux quantité <p (x^t) 
ou A ( JT — - r ) ; ainfi la valeur de^^ fe réduit dans tous 
lescasi^(ji:-Hr) -f-A (^ — t). 

. f . 1 1. Lorfque x^=^Oy ou doit avoir j^ s= o, qud que 

Ibit*; donc A — e=*; — ^^;.donc ç^& A— ^doivent; 
être des fondions impaires de /, toutes deux femblables 
& de figne contraire. Donc>^=ç(;vH-f )-+-?(jc— /)• 

On adroit pu trouver auflfi pat la méthode précédente 
y^^i^Xx^t) ^Ùkit^x);^y^^{x^t)^ 
9 < X — Jir ) { ce qui irêvicnt< ati même que la valeoc qu'oa 
vient de ttc^uver •; car -^^ (/ — je ) cft la nnême chofc 
qtre ^ {x '~i^)^.i^rfqu« ^ déPgœ une £bnâibn isa^ 
J)lire. 

La valemr àty doit encore êtrç =;<)ji quel que. foît/; 
lorfque j^=*^iffs=^ j donc ^ (^H-zj'+çC^ — /) 
dok toujours être ^^o\ donc ^x doit être telle que fi 
On y met fucceflivement « -H/ & a — / pour ;c , là 
ibœme àt:^ deux réfultats foir 2=0; ory=2^;cell^ 
^'équatiion de la courbe Initiale AMlBy lorfque /= o i 
d'où Ton voit quelacour1)e-^j!fB {^g. 2. ) doit avoir au- 
atffous de raxe jiBunc l>Tahche BÎxu qui îni foit^gale fà 
fetablable, ainfî qu^ne branche^ m 6 de Tautre côté de 
^i puîfqut ç ;ceil impaire* Donc la courbe initiale vf^i^ 



DKS CQJiJDBS SOJV'&JiSS. » 

dck dtre telle^ qu^elle ah des branches akematives égales 
& femblables en fens contraire à l'infini 9 toutes renfer^ 
mées dans une même équadon. Autrement le Problème 
ne pourra être réfolu , fc fe refuiera à ranalyfe. On peut 
voir dans les Mémoires de Berlin i t^ , toutes, lea aur 
très conféquences que j^ai tirées de cette folution* 

f« III. Si la courbe nétoit pas fqppofée uniforme* 
ment épaifie > enforte que la variable Xj qui exprime 
me fonôion donnée de x y défîgnâc fen épailTeur variai* 
Ue en chaque poim > alors la mafie à mouvoir M m vas 
feroit plus dx, mais Xdx y AcTon auroît pour équatioit 

— — » — . Or a ion-feit v=fir ^ » 

Xi 9* if ^ ^ 

Bp AyD étant des confiantes indéterminées , &J^ unç 
fonûiondejrtelle qiie/fvÇ'—^-H — -j-|l-)=5D» JT^ 
on trouve que cette valeur à^y fatisfait à réquation 



propoféè ; donc en général fi en fuppofey == B 



c 



A^+Da 



^ffc ^ -^ïï c ^ &c^awfiàlinfin^^ 

£ oale juge à propos; cette valeur de^r fatisfisra ^ 
Téquation différentielle ci-defftts > pourvu qaW ait et» 

A* A!^ A"* " ' ^ 

Sa|)pfilbn&> ^?<M«r tendce tic calcnl un|WR|âiUL&c3ie^ 
f^ ^ s= qautd X: ssi o , de que g =* Atquand « as «> il 
fiindca que la ^eur dejr foit tdle qn^enr mettant o& «. 
'èiapbGede$^oa4itj^s^»;;^aelq«eibknU ftudf» 



f SZ/R LES TlSKUriONS 

'de dus que — — > c*eft - à - dire , la viteffo de chaque 

point y foit = lorfque t^=^^y quel que foît x. Ppuc 
fatkfaite à ces concticions y nous prendrons en général 



iuke à ritifim > fi on le )uge à propos , Al^ exprimant 
i8o degrés, lorfque çfera==ct. Or cette équation re- 
vient à cette forme plus (impie yy=^KÇm.A^y<L coC 
Et-^ Affm. 2A^x NcoL 2 £/&c. 

Au refte 1 équation j^=:Bc, +B c ^ 

&CC. à rinfim,n*eft pas la feule intégrale poflïblc de Téqua- 

tîon propofée ^ ■ «= > ; il eft aifé de voir que 

cette équation en a d'autres, quoiqu'il foit peut-être 
très-difficile de trouver une formule géaérale qui les 
renferme toutcs<. Pour le prouver., nous ferons d'abord 
cbfcftver une propriété de Téqûation différentielle dont 
il s^agit : voici en quoi cette propriété connUe* De ce 

que . ^ - = ■ . — y il s'enfuit que/ dt-k^qdx d'une 

part, & qdt'^pXdx de l'autre, font des difFérentiet- 
IcB complettes.; (bit à préfipht dp^^r dtr^ sdx y & on 

ai 4p o ' ^ Xi p ^, 

aura — ; — = — , & --; — = — ^ ; par confé- 

quent dq^ss^sdt^rXdx $ qui feraauifî une difFéreiif* 

tielle 



7>ES coïtnÊS soyonEs, > 

-Ifielle complette ; par là même raîfon , fi on faîtY/r«= 
€L d t-^- Q J X ,"011 aura df / s=n C d f-+- <t X J Xy&C 
âinfi à l'infîrH ; par conféquent on aura non-feulement 

i dy i'd y . d d p d d p ^ 



i mais encerc --^ 



ddr iir ... . 25 ^ 

* V j "• '•'^ - . — î ou,<:e qui revient au meme^-p-rr-r— 

X d X* d t* ^ ^ ^ dt.Xdx* 

*= . ~- ; -r— v-3 = , - j &c. Ce qui peut d ail-. 

d O dt^.Xdx^ d t^ ^ *^ 

leurs fé démontrer direÛement par le moyen de ta 
&ule équation primitive ■ "^^ = j-~^ qui donne à 

rinfini - - ""/ ^— ^ -4:.^- ; ou -^?1^ 




; car c eft la même chofe de différentiet 



â'abord j^ y n — 2 fois en ne faifant varier que / , '& 
çnfuite deux fois en ne faifant varier que jf , ou de le 
diflPérentier d'abord deux fois en ne fai^fant varier que 
ir^ & enfuite n — 2 foîs en faifant varier feulement ir. :. 
Donc on aurales différentielles complettes deux à deux 

ïj ^ss p d r-H} dx'\ d psss r d t -^ s:d x jÀ t^ss^à d t-H C^ • 

& t * V * 

qdt-^-pXdxb idx-^rXdx^ Cdt^eiXdx; 

ai ainfi à l'infini ; de forte que fi on trouve un feurcàs 
d'întégtabilité y on pourra ^. en remontant ^ en trouver 
d'autres à l'infini. Far exemple 9 on trouve (en faifant 

^^X'y^ rài QJf-^fLXdx feront lune & Tawrc^ 
Qpufc% Math^ Tome L S 



éo -SUR LES riBRATiONS 

des différentielles complettes; d'où l'on trouvera en 
remontant pyyy &c» ce qui donneroit d'autres valeurs 
de y que celles qui font renfermées dans réquation^==» 

y^Bc^ -^-B' c ^ &c. Il eft vrai que 

ces valeurs ne fatîsferoient point au préfent Problême ^ 
parce qu'elles ne feroient pas t=o quand ;c= a 6c quand 
x=^ a y comme il eft néceffaîre qu'elles le foient ^ quel- 
que valeur qu'on donne à i j mais c'en eft affez pour 
faire voir que la folution donnée ci-deiTus n eft pas 
générale. 

Si on fuppofe <» = 9^, C= G' ^% G & 9' étant de* 
fondions de / > & ^ j ^ ^ des fondions de x ^ on trouvera 

que — j-^ = -^-j ; & — y .^ = — V: — ; 

doù Ton tire-rr-p — = — r--; =^> 'A étant une 

^' d X t d t 

confiante > ôc ^ ^, — «— — — =zB, B étant aufS 

^ X d X i' d t ' 

une confiante i par conféquent ^^=^~jê j — > àiddh'rsat 

^Z? 6 ' ^/^ & par la même raifon $' = -^-^ & ddh 

^=AB%X dx^. Or fi ni -^ ni 5 n*eft = a , on tirera 
de ces équations une valeur de y toute femblable « 

celle-ci )^s=j?c ^ 6cc. Si^ ou ^ eft ss o> on 

trouvera i<». dans le cas de yissso, d%' ss o, ^* = Gi 
d^ = B GJt, & ^=:BG t'hH't a^. dans le cas de 



t>ES CORDES SOI^ORES. n 

de par la même raifon , en faifant X d x=id x^^qt^ 
aura dans le premier cas $ = JV^&^' = 5^ t-hP; 
& dans le fécond cas g'-sQ &=^ = A Q^^^ R\ 
donc dans le premier cas <t^=^N B G t ^N H^ fiC 
Q=G BNi^-^GPi & dans le fécond cas €.^LAQ^ 
^ JLRy àçQ^=^AL Qt^Q^Mi ce qui eft encore un 
cas d'une des folutions données ci-deffus* Mais aucunç 
de ces folutions n eft générale , comme il eft aifé de le 
fentir. Revenons donc à notre fujet, 

§. IV- Si la courbe vibrante -^J!f 5^ au lieu d*étre 
une corde flexible Ôc tendue > fixe par fes deux extré- 
mités AyB, eft un refTort fixé feulement en A ôç écarté 
par quelque puilTance de la fituation A B i on peu( 
trouver fon mouvement par la méthode fuivante* 

On confidérera d'abord que le tefTott dans fon mou- 
vement tourne fa convexité vers Taxe ABf&c non fa 
concavité , comme la corde vibrante ; on pourra fup* 
pofer de plus , au moins dans un très-grand nombre de 
cas , qtie la force qui agit fur chaque point eft en raifoij 

de l'angle de courbure > c eft-à-dire qu elle eft H — - — , 
de non pas , comme dans le Problême précédent, 
*— —, parce que dans ce Problême la ^îourbe étoit 

CL X ... 

fuppofée concave vers A B^&c qu'ici elle qft convexe. 
Ainfi on aura' — ^ := ^ ^ pour Téquatîon de 

h lame à teffort vibrante* Or faifant /•^^^ ssi^i il 

B il 



m SUR LES P^TRR4TIONS 

à à y d i y - . y . -m 

Vient — ^— = ^ - ; donc jk = Ç ( ^ -4- a ) -f- ^ 



à u^ d » 

(as— i^)ouj< = <p (^.r»-/v'ir"i),4-A.(;i: — ^^— i); 
6c comme Jt== o rend toujours ^ = a, il s'enfuit que 

j^ r=r. ^ (^ -h / |/ I ) -J.(p (^ _ / V^ — 1 ) ou 



ç (x-i- tV — I ) — (p {^tV — L — x), (fx étant une 
£Dnâion impaire. 

' Si la £on£tion (p Jireft telle qu'en^fubftituant à la place dé 
iune certaine valeur donnée •&■> on ait cp ( jc -4- Ô- y — i ) 



r+- <P ( -^ — ^ ^ — ^\=^o:> quel que fait ^ ^ c'cft-àrdire 
que le coefficient de chaque terme foit =o^ alors il eft 
évident qu'au bout du tems ô j tous les points de 
ht lame vibrante arriveront en même tems à la (itua^ 
tîon reftiligne- En ce cas îi eft aifé de voir que^ = ç aj 
ne peutexprimef une courbe géométrique^ parce que 
^ X renfermera nécef&irement une infinité de termes^ 
Car on s'affurcra facilement par le calcul , que la con-* 
dition dont il s'agit , ne peut avoir lieu , fi (p ;« eu unQ 
fondion Algébrique & finie;. 

La condition, dont nous. parlons aura lieu^ par exent-- 

B X —^ B X 

ple^fij< = (-^^ —- ^c )x D cof. 5 r -+; 

{Ec- ^ ""--Ec^^ * *> X ^cof. 3 Bt^ &c. & ainfi 
de fuite à Pihfini , fi on le juge à propos.. 
• Cette^ équation eft. donc une de celles que doit avoîf 
la l^me vibrante > pour que tous fes. points failent leurs 
idemi- vibrations en même tems. 

Mt P?niel fieinouiii tfouYe dans lç$ Mémoires dç 



l^JES CORDES SONORES. ij 

Peterflbourg , Tom. 13 , une équation fort différente . de 
celle-ci pour celle de la lame vibrante , dans le cas où les 
demi-vibrations de chaque point font fynchrones. Cette 
équation eft d^y=^Ayàx^. Je ne nié pas quelle ne 
puifTe abfolument avoir lieu dans certains cas;, mais 
1^. M. BernouUi fuppofe que la force accélératrice doit 
être proportionnelle à lordonnée y y comme M. Taylof 
Ta fuppofé dans le Problême des cordes vibrantes. Or la 
fuppofition dé M. Tayior eft trop limitée , comme nou& 
f avons fait voir dans les Mémoires de Berlin 174.7., 
& il ne paroît pas que Thypothefe de M* Bernoullâ foit 
plus fondée en raifon* 2®. M. Bernoulli fait encore 
pette autre fuppofition., que dans un reffort bandé , 
Vangle de contingence eft égal à la fommè des mo'^ 
mens de toutes les puiffances tendantes. Or cette fup* 
pofiuon ne me pairoît pas fuffifamment appuyée , quoi- 
qu'elle foit le fond^mèht ordinaire fur lequel on réfout 
le Problême de la courbe élaftique ; car dans un corps 
à reffort , & par conféquent flexible , j'avoue que je 
ne puis me former d'idée nette de co^momens dont oa 
parle, & qui ne doivent avoir lieu que dans un corps 
abfolument inflexible. Un reffort ne doit être regardé j 
ni comme un corps parfaitement flexible , ni comme 
un corps abfolument inflexible; & j'oferois affurer par 
cette raifon , que toutes les folutions qu'on donnera du 
Problême de TElaftique , feront très-imparfaites , juf- 
qu à ce qu on ait trouvé la véritable loi de la-réfiftanc& 
des relforts plies» 



:i^ SUR LES FIBRATIONS 

Si la lame vibrante n'étoit pas par-tout de la mêmtf 

epaifleur, on auroit xdx* ^^ — 7~^ — ^ & >^ = 

Bc ^ ^B' e - &c.comme 

ci-deffus, avec ces conditions quei^* \T^ — y^'^J 
«ss — D"- X^ & que- -=: ^,^ &c. d^Où Ton tire 

y^iB c^^ — Bc^^"^) Ç cof, E Ê^iFc^^^ 

^Fc'^^'^^) H cof. 2E t&cc. 6c ainfi de fuite à 
Pinfkii, (î on le juge à propos ; & pour le cas où tou- 
tes les demi - vibrations doivent être d^égale durée ^ 

-- Fc'^ ^^^)HcoC.3E£-h &c. 

5. V. Je viens préfentement à Texamen de la folu- 
tion de M. Euler , pour le cas de la corde vibrante uni- 
formément épaiffe. Nous avons vu ci-deflus que dans 
réquation j^ = ç(;r-H^)-+-Ç(^~-/)^les deux fonc- 
tions défignées par cp doivent être impaites & fembla- 
tles. M. Euler convient de» cette affertion* Il dit ex- 
preffément que les fondions <p {x-i^i) àc(p(x — t) 
<loivent être identiques , & il ajoute que (p x doit être une 
fonûion impaire , ç'eô-à-dire ^ ne renfermer que despîii/^. 
/onces impaires de x* 

Cependant pour trouver en général la valeur de ^, 
voici la conftrudion qu'il donne. Suppofant que A MB 
< Fig. 2. ) foit la %ure initiale de la cord^^ il tranfportc 
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cette figure alternativement au-defîus ôc au-defTous de 
Taxe en j4 m B, B lA «^ & ainfî de fuite à Pinfîni ; en^ 
fuite pour favoir quelle fera la valeur de j/ ,. ou la 
difiance du point M à AB au bout du tems t^ il prend 

^tant conlîdérée comme négative 9 fi elle tomSe de Tau** 
trc côté de Taxe par rapport à, P M. J*ai prétenda que 
cette conftruâion ne pouvoit avoir lieu , que quand les 
courbes AM B ^B i^ ^l^ Amlr^ 6cc. ôc ainfî à rinfinl^ 
étoient liées par une même équation > Ôc affujetties à 
la loi de continuité ; M. Euler fondent que cette conf- 
truâion dl générale > quelle que (bit la courbe AMB^ 
C^eft le feut point fur lequel nous différons. 

$• V I. Je ne conçois pas d^abord pourquoi M* Eulet 
prétend que la courbe A MB peut être tieUe qu'on vour- 
dra ; puifqu il dit lui-même expreffément que (p x ne 
doit contenir que des pzdjfances impaires de x ; ain(i 
^ c=s 2 9 ;r ^ qui eft Inéquation de la courbe initiale A MB 
lorfque / = a^ ne doit contenir que des puiflances im** 
paires de x. Par cette feule reftriâion y il feroit déjà 
obligé d'exclure de fa folution générale tous les cas où; 
réquation de la courbe -^-Af 5 renferme quelques puif-^ 
lances paires ; ceux^ par exemple^ où la courbe A MB 
feroit une Parabole ayant pour équation y ^= q a x 
'^qxx^ dans laquelle q eft fuppoft un coefficient fort 
petit. Mais ce n'eft pas tout ; M. Euler dit encore que 
les fonûions ç (;c -+- r) fie ç (x-^^> doivent éne 
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identiques ; il infîfte à plufieurs reprifes fur la nëcdBté 
abfolue de cette identité. Or il eft aifé de voir ^ que 

fi les courbes A M B^A m b^ B/jl <* &c. ne font pas 
«ifujetties à une mêine équation j ces deux fonâiônt 
ne feront pas identiques ^ même dans le cas où^ (x) 
feroit une Jbnéiion impaire. En effets foît , par exemple ^ 
A MB {,Fig. 3.)^"^ portion de Parabole cubique, 
tellequejr=tf* ,^ -^ ^3,&foit P^ = /, Pq'=^t. 
onaura.Q'J*'ou(p<;c-h/) = aQ'x (a*~AQ'^) «s 
i(à caufe de^f .Q' = ^-+-/) {tixi — x — â) {a a — ^ 



H-(^H-/)3;&gJ'QU<p(.;r— /)=.^^(^ — ^)-^(;v— ^)J5 
donc (p (;if-t-jr)& <p (jf-r- ^) ne font pas identiques dans 
la conftrudion de M. Eulec, quoique ces deux fondions 
^oivient Pêtre , félon lui-même. M. Euler répondra peut- 
être 9 que par ibnâioos identiques ^ il n'entend pas ici 
ce qu on entend d'ordinaire y des fondions dans lefque^ 
les ;r I-+- / & ;r — - t e:ntrent .^e la mêm« manière ; 
mais feulement des fondions telles ^ que ii Ton prend 
flf •+-/ = V — t ( les jtbfcifles xQcx' étant diiFérentes) 
oh ait (p ^jr -+- r ) P=.<p-( ji/ — /) ^^ c'eft- à-dire l'ordonnée 
qui répond à ^ -4- / égale à celle qtii répond à ^ — r , 
fans qu il foit néceflaire d'ailleurs que (p ( ;c 4- /) foit de la 
lïîêrpcforme que ^(^'—/). Nous prouverons dans la fuî^ 
te que. cette iréponfe ne mettroit pas à couvert la folutiom 
de M. Euler. Mai« commençons par donner des preuves 
^iredes de l'infuffifance de cette folution. 

' 3^ V IX Novis allon;s donc (Jémontrej: que ia conftruc- 

tion 
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tion de M. Eulcr ne fatisfait point en général à l'équai:> 

toon , "^ gg — . Pour cela foit pris 'AP s^ x^ 

( ^^^ 4» ) > P r ŒB / fur. l'axe A B^^ donc regardant x 
comme conftante ^ & faifant PT' =PT^ Tt^^ r Gtss» 
X' / ^^y ^f ^=dty on aura^T=aïX-f*/,>i/ste;r*+-r 
•4-^/, A^^x^t-^^dt, AV —x-'t^ Ai' r=^ 
ir — / — dty A^^^'^^x^ — t,^^iidit. Oty étant égaler 
fiiivant la conftruâîon xnêrâe de M« Ë&iler/à la demie 
ordonnée TR qui répond à ;ir -f--/ > plus à la demie bxr 
donnée T' R' qui tépond \x — /, il s'enfuît que ddy^ 

en ne fanant varier que if , eft — 7-^- ~ -. 



. *.. •'. (i. t* 



i^i^Wi 



» T î» * r ^ 



(en me^ 



nanties cotdes R fj R* /) ■ • ^ Maintenant ht- 

t 

fons t conftante & = P T, & jc variable; prenons P p 
Tssnp TT = dT :c, & fuppofons d X ^=T tyC^ qui eft évi- 
demment permis , nous aurons 1^. Atj= x^t-^dx^ 
ji^^x^t^% i/;t;2^ faifant r/" = r''ô^'=P/ 
s== r f , nous aurons À t" ^x-^d x — /, ÀV^^x 
^2 dx — /; donc menant la corde jR' /'% on trouvera 
-qaexidj/^ en ne faifant varier que ;ç ^ eft •— r 4> — /•'' i> ; 

donc — — ^= = • Il faut donC; pour que— -4- 

■ Opufc. Math. Tonu I^ G 
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a 



tait égal à — 7-7— j que t* 0^ foît ^= r" » , ou , Ce quteft 



la même chôfe, que la courbure au point r^ foit la mê- 
me que lacouAuré ttu point, r' infihîitient proche! 
donc fi la figure initiale dé la courbée ^B eft telle, qu«- 
le rayon ofculateut change brufqueméjic en qaelqu'utt> 
éts points de cette courbe > la conftniâion de M. Éulei^ 
n aura pa; lieu. Premier cas où cette confiruâion eft 
fautive > quoique ce grand Géomètre la. prétende géaé^- 
raie Ôc fans exception. 

f . V 1 1 L Second cas où cette même conftriiâiotl tit 
Êiutive; c'eft celui où la courbure en A ne fera pas^ 
infiniment petite ; car alors en tranfportant ^ fuivant la 
conllruûion de M; Euler. la courbe^3f en^(j? danr 
une pofitipn contraire^ on formera une courbe dont 
hi courbure fera un faut en ^^ & qui par conféquenr 
retombera dans le cas précédent. On dira peut-être que 
te cas ncD: pas le même 9 parce que la courbure eft 
égale aux points Ç> Q'j quoique les rayons ofculateurs 
y foient dirigés en fens contraire. Pour répondre à cfc 
Tubterfuge, je remarque qu'à la vérité les petites li- 
gnes Ç îv Ç' ^' font égales en prenant A L=^ Lt 
tsz AL! =^L' V y mais qu'elles doivent être prifes avec 
des fignes différens. Car (oit Ftt^fT=A?i on â (ea 

ne feilant varier que t) — —^ — = s "^ 

rtr ^rTT "« ■ j^, « &nptt ga*^ 



^ quç /' ^' 8[ ,Q' JL' doiyçnt jkte.pnfes nég^tîyenwMïj 
pr Jeux pjofition flt par,!^ çot^ftjuaipn <ie ^^ ^ulçi^ 

Jilaimeiiant ^ «n Ad faifant ir^ict <we i;ir > ôii -aursi ^ — ^ 

Il la courbure h'eft pas jpiuU^ en 'jé.Sàcand cas où li 
conffaruâion de M, fiuler n'a pars Keu. - ^ - * ^ 

5. 1 X. Troifiénofi sas où ejlc ,ft> pas i^^ ^ par la 

taêmes raifons , c eft celui où la courbure n'eft pas 
nulle en R. Cela'fe prouve cbiaine dans ï'attîtle pré- 
cédant > en îmaginartt y fi Von veut , Kôtigintf *des jè 
transférée en ^/ pour tendre la démonftratîota''pluîrTihii» 

|)le.©Dnccn^né»l, toutes ies fois (^wiSig9^i»^^M.9 
aura des feuts dans fa courbure^ ou que la courbure 
lie fera pa« ^lAle tant en;i4^:q9:eo ^« his^^nAmOiàoL 
<le M. Euler n'aura pas lieu. 

f. X. Four ir^ndre ies démonfldationS' ptécédei^tei 
ftncote plus cQnvaîqçantts^ VU ^ poffibjlejj Jc^ y^if 
46n«)ja»:cr .encore d'woe aw^e î^aç^ere , jgy^w l^t§îif iç^ 

M-^ > === "~^.v^j ïi*a point lieu danç^acoitftru^ion.-îj^ 

>ï.£ulej:. Fou? ccï<^ je çpnfidefc quje ^î^opla feIi«BHi 
:générale.^ia(^ (enné j&iûnt varier ^ue x) eft la différence 
ieconde de itrois ordonnées corifécûtives , dont Punè 
«épond i rabfcHTe ^tr^J iV^.Fa'iitce à rabicifie x; t|t 

txoîixés&c il i'ahfd^ ^'^4^1^?^ ^<^t. le ^ébmnut d», 

Ci; 



Tangle de contingence — ^ — - eft lïippofé ( dans la foRi^ 

, • • • • 

tîon générale ) à ^extrémité de l'ordonnée qui répond à 
rabfciffe;!:. Déplus dcty^-etiné fàifant varier que /> 
eft la di^f^i^fi^e jfeçoinde (Xiûyant 1^ oiêmeiblution ) d<r 
trois ordonnées répondantes à la même;if^ la première* 
pour le-teaïs ^— i/'/, la féconde îpour ic tcms /, hi 
dcmîere.pour le: t^ms. /:-+-</./; ainfr (:Fig^ f. y £aiifant 

«as!F/«ïa=y^fl^£=^yonaûra-7-=^ = — — ;: 

faîfons maintenant ( Fi^ tf. ) TB' = Tt = T' r' == T^ Sti 
s= V / j^ ea fupppfant ^ cç qui eft permis^ non plus 
'd^-^d x> mais âf.r différent de dx^ plus grand ou 

plus peht i volonté ; on aura - — == --^ j 

. i J • . * 

id!où.il eftî 4Ùfé -d© voir qtïc • ■ ^ " ■ ne fera point égal à. 

• f ,.. '». fi- la loi dfi.Ia courbure n'eft pasunffotme^Car 

lî^'pafi exemple^' la courbure faîfoitdes faiits en quelque 
|*>int ,afc Parc <r' RS^ { Fig. 7.), on ne pourroît re- 
garder -^r^r- comme égale à — j-r^ r^ cela eft affex. 
ftlarr par foi-même ; car ce n'el! que dans un arc de 
courbure uniforme qu'on a - ^ ^,', =* ^fv^rr» ^^* 

pour le démontrer : fahs réplique , foient menées les 
f^iâ^ <r- £.'• i, f^. R' prolongées, jufqu'eii Lan ^^Q.> ^ 
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eft clair que J^' Z«a Jî' « , & r' r^ 2 R' o' , puif- 
que i&jrp. ) T r' =r *' , & T t' = T%' ,- ainfî il 

là S! V t^ 

fuffira de prouver que y, ^^ n'eft point égal à -jr^rr: 

fi la courbure n^efl: pas uniforme dans l'arc a' R' S'. Fouc 
cela 9 fuppofons que le point r' toit celui où la cour« 
bure fait un faut ; enforte que c' R' p' , r' S' foient deujç 
arcs de cercle contigus> infiniment petits y de différente 
courbure >. âc ayant une tangente commune en r' \ foît: 
tirée la tangente R' Z y ai foie continué l'arc </ R.' r'ea 
k' S"'^ foit r le rayon de Parc c R' r' S" ;. on aura i<«i 

T'y* ^ Vit \ rrvf 

angl. /^A j;^ 







donc ^"J"^ eft égal à -^^ î donc puifque J" X: 
^S" L-*- S S"y.St que J!' .^" eft du, même ordre 

S' L 

dlnEniment petit que X'f Z, il s'cafuit que -^, ^ ~ 
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neft pas égal à — frfi — • ^^ qu U falloit démontrer^ 

§. XL Ne nous en tenons pas aux preuves de calcul ^ 
-Ce joignons -y des preuves d'iin autre genre, plus frap* 
pantes pour tous les LeâeurSé Voici la véritable ra^ifon 
xnétaphyfîque , fi !« ne me trompe , pourquoi le mou-^ 
rement de la corde ne peut être fournis à aucun calcul 
analytique y ni reprélenté par aucune conikuâion , ^uand 
la courbure fait un faut en quelque point M ( Fig. a. )• 
Oèft que dans ce cas il y a proprement au point M 
xieux rayons ofculateurs dîfFérens , quoi^jue coïncident 
quant à la direâion, dont l'^un appartient à la portion de. 
coutbe MNy l'autre à la portion de courbe M j4. Or la 
force accélératrice en chaque point de b corde ^«c 
en raifon inverfe du rayon ofculateur , lequel des deux 
ayons icommuns au point M doit fervir à déterminer 
la force en ce point Ml C*cft ce quil eft impoffible de 
fixer, & il.Teft par conféquent auflî de réfoudre le 
Problème dans ce cas-là. En effet fuppofoas ^ue J«, 
figure initiale de la corde foit compofée de deux dif- 
férentes courbes ainfi réunies ^n M\ je demande à JVL 
Euler q^ieUe ^eil la force accélératrice du points M , lorf- 
que la corde commence à fe mouvoir f Voflà donc la 
raifon métapliyfique qui eend fautive la folatitsi de M* 
Euler, lorfque la courbure ^e la courbe &it quelques, 
iàuts^ Voici maintenant pourquoi xette Colutioo eftïatin 
tive , lorfque la courbure n^eft pas.iuille , foit en A y foie 
en B. Soit A B {Fig. 8* ) Taxe delà corde, ^ M B Ia 
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^oudbe initiale > P T le tems écoulé depuis le coi»- 
menccmcnt du mouvement , & tel que le point T fok 

mBmm€mpTOchedcB,Tt^BTiB^:=r:BT,PT=;PT 
JPt'^PtiPB'^PB,Pr^P^;£oitcn(inTt^Jt; 
h conftruâion de M. Euler donne depuis la fin dû 
«cms r— d t ou P ty jufqu'à la fin du tems / •+- d r, 
h, valeur de d dy (prife en ne faifant varier que r) 

*=* : ; ce ddy eft 

Tefpace parcouru en vertu de la. force accélératrice du- 
rant le tems d tj &i repréfente cette force ; & dans 
l'inflant fuivant le ddjyyôc par conféquent la force ac- 

céJerabrice' eft — : — ^. 

% 

Maintenant fi la courbure eft finie en B y comme on 
le fuppofe ^ imaginons la courbe A MB continuée en 
B'Z^y enforte que les parties ^2 R, A M B foient^ 
liées par la même équation;, il eft vifibie que 2 er fera 
Un infiniment petit du fécond ordres du même ordre 
ique d dy\ il eft aifé de voir de plus que les deux ddy 
iconfécutifs , qtfon vient d'aflîgner, différeront de la 

quantité ■ ^ ^ qui eft du même ordre qu'eux. Donc 

la force accélératrice du point M y lorfque PT= r> paf- 
ièroit brufquement & fans degrés , de la valeur quelle 
*at en cet inftant^ à une autre valeur qui diffère de celle* 
hi d une quantité du même ordre ; ce qui. eft choquant;^ 
puifque la nature xle la force accélératrice eft de croître^ 
ou de décroître par. deffrésinfenfiblesi & noa brufquc^ 
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ment & par fauts. Envain ob}€âeroit-on que la loi d% 
condauité n'eft pas une loi g^érale 5 puifqu'elle ne s'ob« 
ferve pas dans le choc des corps > même des corps éla^ 
tiques» Je le fais > 6c je fuis même > fi je ne me trompe ^ 
le premier qui aye fait cette importante remarque (*); 
je fais encore que les loix du choc des corps font fou- 
jnifes au calcul analytique ^ quoique la loi de conti- 
nuité • n'y ait pas lieu. Mais le cas efl bien différent ; il 
s*agit ici d'une fuite de points liés enfemble > dont le 
mouvement eft fuppofé alïujetti \ une même équation 
analytique y & par conféquent ne doit point foufFrir de 
fauts , parce que l'analyfe n'en fouffre pas. Envain ob- 
je£leroit-on encore que les fauts dont il s'agit , doivent 
^tre regardés comme nuls^ parce quib ne fe font que 
Jans des parties infiniment petites. Avec un pareil rai- 
sonnement, on foutiendroit qu'une courbe peut avoir 
des fauts dans fa courbure ^ parce que ces fauts ne fc 
iaifant que dans des parties infiniment petites^ ils font 
.cenfés s'évanouin Je ne crois pas cependant qu'aucun 
Géomètre voulût admettre une pareille afTertion. La 
raifon en eft bien fimple ; c'eft que s'il y avoit un faut 

dans le ddy , il y en auroit un dans le - y qui eft 

^iine quantité finie ; ce qui (èroif abfurdô» 

. §. y^lh h cette coofidération ^ ajouitons-en une nour 



(*) Voyez les Mémoires de Berlin irn » To. 7,pag. 338, & rElogc 
•91e j'ai publié de M. Jean SernouUi tn i74J8« . 

velle^ 
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Velle. Qtt^oa fe tepréfente la. corde au çcmimencemenc 
de fon mouvement ; fi la courbure n^eft pas nulle en 
'S y le rayon bfculateur y fera donc fini ; par conféquent 
la force accélératrice y fera aufli finie ^ 6t tendra k doiH| 
ner du mouvement au point B ; cependaitt ce point 
étant fixement arrêté > éft incapable de fe mouvoir; ainfi 

&'un côté cft finie lorfque x =:^A By & lorfque 

4 ssxx) ; & de l'autre f ■ eft toujours = au point B 

quelle que foit la valeur de / ; c'eft encore-là une raifoa 
convaincante pourquoi la folution ne peut avoir lieu ^ 
lorfque la courbure eft finie en j9. Là nature 'eh ce pbittC 
arrête > pour ainfi <iire> brufquement le csfctcul ; on a 
deux forces accélératrices vôifines 6c infiniment petr 
difiërentes, l'une au point By l'autre au point infiniment 
proche de celui «là; la féconde de ces forces produit 
na mpttvctnênt^ la première n'en fçauroitprodiûrej quoi* 

^ue par Téquadon— j~7" =* ■ ^ elleparoiffe devoir 

cij produire un^ lorfque ■ - n'eft pas=:4> ; ainfi la 

loi du mouvement n'étant pas continue pour tous les 

points de la courbe y ne peut être reptéfentée avec exac* 

titude par l'équation dont il s'agit. L'état forcé du point 

B au premier inftant infiue enfuite (ur les points vdifins ; 

Ce ceux*là infenfiblement fur tous les autres 1 enfortê 

^e le mouvement de tous ces points ne fçauroit être 

^u jetti à une loi uniforme. <)i U faut que la loi foH; 
Ql>ufc. Math. Tome Z "' Pi 
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nmfbmie pouc pouvoir être exprimée & repréfemée par 
vne équation analytique» 

S. XI IL Pour répondre maintmant I la démoiiftra>^ 
don que M% Euler croit avoir donnée > pag. ai 2 âc fuivi 

de régalîté —j^ ■= ~J^—^^'*^ prétend être oBfcrvécr 

dans fa ^n|lm£Uon > il eft bon d^xanrînerdîteâemenr 
en quoi cette démonftration pèche* Le voici : M. Euler 
Ibppofe danfr fon calculée qui n^a pas lieu dans fa cMi£Sr 
truàion , favoir que ^ C* -f- ^) & ç ( ;r— 1^) font toujours- 
de même forme. Pour le faire voir bien clairement i 
je fuppofe que î|^= ^ x— j? ;k foit Inéquation de Isr 
courbe initiale* Par la conibcuâion de* ]VL Euler > on 
aura ( tant que x. fer^ > ou. as r^ 6c ^v i-f. / <; a) 



■F-» 



« C j> + t) •---«-♦-_t_ -j €^, » 



\àL 



quand ji( fera <:ty on aura j< 



<t( «Hr t ) 



1 ; ou lott voit que ces deux 

Ibnâions différent en ce que quand xeft>r^ fan» que 

x-^ i foit > a y on a.«-~A^— r> & quand x eft <^; 

on a 4* iV— /^ Donc (i on a x as ^^ âcquon fafle 
croître t des quantités d^U % dt,.cn ce cas ^ comme 
ar eft < #4- di & < i^4- a ^^^ on aura^ en ne faifant 
varier que /^ fie en obfervant que x — r= a> le» trois va<- 

leurs fuccçi&ves de j^sépondaotes kt^ t-f- dt^ r-ha diip 
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èiprîmées en cette fcacf^aw ■ ■ ■ ^ i 



» i n m^ ^ , ■■^i' 



^^^^^^^^^^^ ■ »" — • — • — ^ . 






-^^ — •♦^ — i — ^y. 



X ft 
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^onc — ^ 9 o» ' . ^— es»^, ccnnraé il efi aitS*" 

4e »'«n auurer par le calcul» - I><ïfWî • ,;| - ,; ■■ «=» »• 




teaaat laifons augmenter ■;» oe la quantité .a x oc 2^;r; 
It comme ^ -h^ <*.& « •+• a ^ ^ font > * , puifque 
jy a^^r ( hyp. ) ; on auiia , en ce £d&itt ^rariet qoe <k , 

a t + a i X 




; donc , "^ ott 

^,. : *iâonc-7jr 

i r *_ . j — S dé m ontotioi» 
HJ» Eiïler,parce quela quantîrf^rfll appelle i f *<« — ^)î' 

Du 



€0 général à qupi.dent la méprlfe de M. Eulee; c*eflf 
que quand onc exprime par f ^ , âîhfi que ce grand' Géû^* 
mQtfe, une fonûion dont la fermç ti\e^ pas ççoiiance^, 
il peut arriver > comme il' artivë en effet ici , que àtwSi 

valeursde«''t Cc»eft4-\K«^de--^^ otr-^^^) ré-^ 

pondantes. Tune à t^, Tâutrc aiç^-H (/^ , différent d'une • 
quantité finie; or, pour que la démonftratîon de M» 
EuleCiait lieu j^. il faut que ces deur valeurs ne dîffe«r 
jrent Jamais qu'infiniment peu ; fans qûot on ne^pour^ 

TOîtfuppofér que ^'iX» — t) Hans-^-— cff le ""^ — 



«•l*^Ms- 



que dans .^/ ■■.■. 

i. XIV* Âinfi. la conffruâion. de M. Euletn^a par 
lieju^ toutes les fois que la courbure de la courbe A MB 
fait un faut en quelque point M y ou qu'elle n'^ft pa» 
nulle, tant en ^, qu'en f. Aucun.de ces deux incon* 
véniens n'a lieu dans ma (btution i car lorfque les cou^r 
h^^AJdB {Fig..9-}y Si^ay jémSàçp. font affujettiei 
à une même lbi> i^« la courbé y^ M BtCz point de 
iàuts dans fa courbure > puifque tous^ fes points font af> 
fujettis à une même équation ; a^*. la courbure en A. 
àienB eft nulle > puifque lafimilitude des parties ^Jlf<A^ 
B/Aa > Ami Sec. donne à la courbe ( fuppofée contL» 
liue) unpointd'inflëzibn en^Sc un et^B , enfoste qae 
h courblire eft' nulle en oe^ deux points*. 

5« XV« IKeft donc démontré qu« la folutiôn de 2V|^ 

Eulex n'eft p^s auifi générale qu'il le préteact; aUms^iiIii^ 



Mn'5 & prùuvonft que fsr conMtâtoa ne peut jfttnat» 
avoir lieu: que dans les cas où -la fuite infinie des coutir! 
}}è».AMByBii 0:> .<^m.i^âcc. eft afib^ettie à la naêiiia. 
équatiofi4 . : :; 

-. JQ efi Eon:(fe pi^venîr'd'^brd une difficultés^ dônrlà- 
Solution nous fervira à iimpliiier la queilion^ Quelque» 
Géomètres fondés fur le taifonnement fuivant> objec^ 
tetcnt:peutTêtref qu il fufSt que les troia feules courbe» 
A CB (Figi s ) > AyhyB c a^ ibient aflujtttîes à' untf 
même loi >. fans^ s'embarraifia: fi- cette mâme ioi a liea ; 
^ns ies^ autres courbes qu'on leur joint Ài'infinî»' U-eil 
certain^ dita-t-^on > que fi les trois courbas fôntiiées pac 

«ne même écjuatîon, t'équatione - ^ ^^' «=» 'j^^ ' fub^ 

fiRèra tant que t, ne fera pas plus grand que AB\ iî 
efi" certain de plus que quand /fera = ^2?., là coràe 
ACB^Îétà, parvenue dans une fituatîbn ^C JS" par-: 
j&itement fémblablè à ACB ^ mais feulement dans une 
pofitîon renvcrféc v enfôrte que prenant A B^ =\^ B\ 
on aura BM!'^=s=^B'M\ ceia eft aîfé à prouvet y puiÀ' 
qu'en faîfant P p ai P 'Tt ^=^ A B= ri ce* qui donne; 
m:^^=3^Apy & par conféquent -tt jtt =/? m , oh aura pstr 
la conftruaîon de MI Eulcr & par la nôtre , P M""^ 

T . '^ I^y g=g/? m =5: P/ M' ipps dans un fcns con- 
traire. Donc , diratt-on > après le.tema t ^ss ;/^ J2 ^ l&^oide 
eft daos^le même étftt qik'aa€onmencement.du7mouver 
inetit ; donc elle doit ceoommencer à fe'moâroirfuivanc- 
lft:0iêmc lot qu'auparavant .9. êc.011. aura: CE général!^ 
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mocnresioiic de la corde ^ en fuivant la conftcaâSoa iU 
M. Euier flc la nôtre ^ pourvu que les trois courbes 
A CByjiyh^BcM,ylovtxkt liées pair une mâmè los^' 
fans s'embarraifer fi les autres le font. 

$. XVL La r^penfè à oette difficidté^ eft tneh fim« 
ple;c'efi: qne fi les trois coûbes fb« liées par und 
même loi > toutes les autres à l'infini le feront par cette» 
même loir En t&tt^ que £nit^il pour que les trois coum 
bes foiem: liées par une même loi? H £aut ; i^. fuppoGtnc 
l'origine des jr en ./^^xjne la valeur de j^ en ;r n'ait quo 
4es puiffiinces Impaires ; ce qui rend \a cxxaêbt%ACE ^ 
Ayèy femblables ai de poficion contraire ; ^^ faifant 
X -^^s=.^.^&ihettant par coi^quent Tor^ine des^ 
f n Jî , il faut que la valeur de ^ en tji n'aît auflî que des 
puiJQances impaires > afin que les courbes B CAyBc a 
itçient femblabies 6c de ppfition contraire. Or $ puifque 
la vâlexir dèy en x ne contient que des puiffancés îm-* 
paires y & que la valeur de^ en ;r ^ en faifant x — ^ == ^ , 
ne cqntient au (fi que des puifTs^nces Impaires^, il s'enfuit 
que dans la fuS^itution dex+ a à la place de x dans 
Véquation , tous les termes où j eft paire difparoîtrontJ 
Ôr dans tous ces termes ^ ii efi élevé à une piiiflancè 
impaire > puifqu'il n'y a que des puiflances impaires de x; 
donc ces termes difparoitroient de même , en fubftituant 
X^ *-^n à la place de Ji^; ou > ce qui revient au même^ en 
^factt x-4-tf»»^) Aceti tranfportant 1 origine des ^ au 
ip<:»nt B. Donc Téquarîon de la courbe étant ptife du 
poijtt ^; la valeur dé^ n'aura que des puiffancés im* 
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fnresr Donc la confiâQatipn de la:.«&atbe ^.7^ fera 
liée par.uçe même loi a^ç cette courbe > âc par canfé- 
qttcat aufE avec ACB. On prouvera de mème^ en pre^ 
liant Torigine des x 6c des jr^ non pka -au ysÀût ^y 
mais au point B , que la continuation de la courbe Bca: 
au-delà de a fera liée par une méma loi avec les cou&r 
les Sca, ACB. Donc Ctc. 

0^^e^txem9l:<lu<vf^pafla)^t>rq|» fi les contes ^^il/J^. 
A m ^fpat ^^es> femblables Ôc lii^s p^r une tnèm^ 
équation > âc que^ la courbe AMR foie compofée de 
deux parties %ales 6c femblables , la courbe A MB 
aura tw:t^i comme dans le cas précédent ^ des bran*» 
ches alternatives 6c égaies àFinfini. Car la valeur de y trt 
X eft alors toute formée tb puil&nces impaires \ 6c À oit 

met - — — — 1^ à la place de 4P , elle n'aura plus que 
des puifiances paires* Donc la même cbofe arrivera > fî: 
on met — - — r H?* «c au lieu de*- , ^ ~* u\ ôc fatiane 

'A 1^ 4 

m ^ .^^j^ssa :j;, c'eft-à-dira> mettant j'origine en B> la 

Ibnâion de x. ^^^ ^^ viendra ^ n'aura que des puiiTanc^ 
impaires^. Donc 6cc« 

|. XV IL La queftion fe r^^duit donc £^ prcmver que 
les trois courbes ACBy B c a y A m b doivent: être 
Uées par une même équation; ou;^ ce qui revient ai:( 
même> que ^xàsÀt être impaijre^ foiç qu'on prenn^- 
Torigine des jc en ^ ou eu £. Or c^ ce que nous prou* 
irons ». 1% pat Tavëu même que M Eulei en> fait en xkl^ 
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ânes lacmeb> & qai a étén^porcé fiUdeffiis ,>f,Vl,it*» iaïf 

'tette iconfidërafion , que quand x =^ o bu = ^S , 



^titre «^ quel <pic fpk /> parce que — r^^^ft touw 

jours égale à zero,quand^ = o ou =sz ABs or, pour 

,que ■ "^ (bit toujours «so^uand,^ = o ou «= j^ i? il 

â>£aut néteflakemencqûe^^v^-i--^) &♦(«•—*) foient 
des fondions impaire», foit que Ton prenne Toîl^ne 
des X en A 6a tnB.M. Euler obje£lera peut-être ea 
abandonnant fa première aflertion , qu'il n'eft pas né; 

ceflaîre que^^ x foît impaire ,. pour que -~ ^ foit == Oj 

QuU fuffit queç (;«r*-i) jfcl) (^^p— je) ne confervent 
pas toujours la même forme. A cela je répondrai d'a- 
bord ^qu'il a lui-même tacitement fuppofé cette identité 
de Ibrxne dans la démonftration qu'il ja donnée de la 

conformité de fa conftruôion avec Péquatîon — t — =^ 

• d d v 

«a= — — — , icomtde je T» démontré plus haut, fic qu'ainô 

il faut, ou qu'il abandonne fa démonftration^ ou qu^l 
convienne de lldentité de foriyie des quantités ç(x ■+-/ ) 
& f {x-r t)' J'ajoute qu'il eft x^or\tre toutes les régies 
He l'analyfe , de faire ainfi' changer de forme ^ fuivant je 
tcfo'in ^u'ôn croit 'ch avoir, .à l'intégrale d'une éqoatîpa 
fliiïéretitîelle 5' en pffet, H rihtégtî^le y == 9 <*•+-*) 

& 9 [^ '-' f) de ré^uaition -A^2_ «=-—?- ne coû-. 

iervoic 
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lervoit pas une forme confiante ^ ne pourroit- on pas 
dire aullî, par exemple, que Tintégrale de l'équation difr 

fërentielle </ j = — ^ entre les arcs j d'un cer- 

de & les abfciffes at correfpondantes, peut être fuppofée 
de forme variable y fuivant la grandeur des arcs s qui 
répondent à une même abfcifle ; ce qui irenverfcroît la 
démônfiration généralement admife de l'impoilibilité de 
la quadrature indéfinie du cercle ? 

5. X V 1 1 !• Mais pour attaquer raffertîon de M. Euler 
par une preuve plus direâe, j'ajoute que la folution du 
Problême portera abfolument à faux > (î on fe permet 
de faire changer de forme à ç (^ -i-/) & à<p (;ir — f ), 
Pour le faire voir, confidérons de quelle manière Téqua^ 

à i y d d y a ' ^ uj • / 

txon _ — ^ s=s ^^ > conduit a 1 équation^ = (p ( j^ -4- /^ 

f^ '^(x — t). Nous avons donné au commencement de 
ce Mémoire une méthode fort firaple pour cela ; & cette 
iméthede qui s'accorde avec celle des Mémoires de 
Berlin de i747>fe réduit à prouver qu'en fuppofant 

■j^ =r ^ , ÔC —^:=sp y les différentielles/ d t^qdx 

jd une part ^ifip dx^qdt de l'autre > feront des dif- 
iërentiellôs complettes ; d'où il efl aifé de conclure que 
j^=ç (^x^t) ^^\x — t).Ox comment conçoitr 
pxa que pdx^q dt, &cp dt^q dx repréfentent des 
di£férentielles complettes > fi les fondions de ;ir & de r 
j}ont ces quantités (ont les di£fé(ences ^ font des fonétionf 
Opufc. Math. Tçm^ 1% S 
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qui changent de forme ? M. Eulcr dira peufrêtre (carji^ 
yeux prévenir toutes les cibjeâtons , même celles qu'il 

ne penferoit peut-être pas à me faire) que fi on fait 

^ -f-^ = ^', ôcjc— r=r> onzur^pdX'+'qclt=Ju Au 

^dr t r^pdt^qdx=^diiAu — i/rT r> qui font 

toutes les deux^ dira-til^ des difF(^rentielles complettes.^ 

parce qu'on peut les repréfenter par la quadrature de 

deux courbes tracées à volonté y dont les abfciffes font 

u&ir,&L les ordonnées A « & r r j fans qu'il foit nécef-* 

faire que Au , ni r r expriment des fondions toujours 

de même forme, A cela voici ma réponfe* i ^. Il s'cn^j 

fuîvroît de ce raifonnement que Téquation -^ — 7- = -j-j^ 

aurait toujours lieu> en fuppofant ^ = 9 (;c H- /)^ 
•+-*•(;(? — i)f ôcen faifant changer de forme à volonté 
aux fondions <f (x-i-i) ècir {x — t) > au lieu que nout 
avons démontré invinciblement ci-deffus, qu'il y a une 

infinité de cas oti l'équation ^ ^{ = — jjr^ n'aur» 

point lieu > fi on fe donne la liberté de faire changer de 
forme à ces fondions. Pour rendre cette remarque cfw 
core plus palpable > je fuppofe que «l'on ait à rendre 
p d X — p dt une différentielle complette ^ on trouvera 
que Pimégrale eft lV{x — 1\ Mais senfuivra•^il de-là 
qu^on pourra faire changer de forme à volonté à ïa 
fondionn(:t — t)^ parce que faifant x — /=r,nr 
i^préfentera Pordonnée d'une courbe tracée à volonté y 
dont l'abfcifTe fera r\ Nullement. En effet, fuppofons. 
cette courbe acbitcaice tracée de maaiece ^ qu'au point: 



bb :r » ^ > fcs deux portions faffcnt un angle fini ; faî*- 
fons X — t^=^b 9 on trouvera facilement que la diffé«- 
rcnce de n r , en faifam varier x , c'eft-Vdirc , en fup^ 
pofant ;r — r= ^ -+-i/Ar> cft très-différente de la diffé^ 
rence de n r> en faifant varier /, cfeftt*à-dire , en Tup^ 
pofant x^-^t-^s^b^^dt; donc la folution feroit fautive ^ 
puifque la différence de n { 4? — /) ne feroit p^spJx 
^^pdtice qui eft contre l'hypothèfe. a®. Si la valeur 
de y change de fori^e , j'avoue que je ne puis me faire 

ime idée nette de ce que c*efl: que U$ quaojtîtés — j~-^ 

^ 5 d»ns lefquçUcs^^n Aippofe que la diUi^rençç 

Ide^' «ft prîfç deu3P fois de fuîtç en ne faifant varier qu^ 
ïr 9 ou^ ne faifant varier que /. Par exemple ; lorfquç 
jf paffe d'une forme à une autte^ & que par çonUr 
quent la valeur de^ renferme une nouvelle foh£lion 
àex9c de t^ ajoutée à la précédente ^ qu eft-ce alors q^ue 

^ - ', Ce quelle idée di^nâe peut^n s'en former i; 

^^ Si dans réquation -~— ass , on fuppofe que 

p6cy pttî!!ênt changer de forme ^ le Problème demeuf 

ïera indéterminé. Gecî a beibin d^^me plus ^nde exe 

flicaticn. 

' §. XI X. Soît tracée à volonté fie fans aircune régie ji 

tine Courbe fi ;/fcf ( Fij^. i o. ) dans laquelle l'ordonnée jr^ 

foit une fbnôion deAPyXyéi d'un paramètre r; f<ino 

tioii qu'on fuppofe ici ne pas €onfei^'t<>u^our8 14 m6mc 

£ i) 
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forme ; folt enfuite imaginée la courbe b m infiniment 
proche de celle-là ^ & tracée auffi à volonté. Quelle que 
îbit la fonâion (variable ou non variable )àcxict, qui re^ 
préfente F -^>il eft certain qu'on peut fuppofer Q (\—p dx^ 
^ Ia' :s=i p' d X y M mv=i q dt^&L/A ii' =^q' dty fans qu'il 
Ibît néceffaire que/ dx^q d t foit une différentielle 
cxaâe^ ni que les quantités q & q' y p ai p' foient de 
la même forme. Il eft de plus évident qu'on aura en 
général qti^ — Qf* = /*M' — ^^> d'où Ton conclura 

< à la manière de M. Euler ) que . = — • 

ou — —se , * y en ne faifant varier dans le premier 

d t i X ^ 

membre que r, & dans le fécond que ;r ; & en fiip-* 
pofant d'ailleurs ^ fi on le juge à propos > que les quan« 
tités pàc q foient de forme variable. Donc y quand . oa 

conclud de l'équation—^ — =— j — ^qiicpdx^qdt 

eft une différentielle complette ( comme on le çonclud 
dans la folution du Problême des cordes vibrantes } cette 
conclufion renfernie implicitement & néceffairement 
celle-ci > que/> & ^ ne changent point de forme. Donc 
fi on fe permet de faire changer de forme à ces fonc« 
lions y on ne pourra plus regarder/? ^/-h ^ dx comme 
Tune différentielle complette y &. le Problême ne pourra 
plus être réfolu y 6c rtjlcra tout^à-fait indéurminc\ 

§. X X. La conftruâion de M. Euler ne fatisfak 

i^pnç qu'm apparefice à ja foluôqn du Problème i poM% 
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ce que nous avons dit le démontre affez ; ajoutons ^ 
pour dernière réflexion^ qu'il n eft permis 4^ placer al-' 
ternatîvement au-deflus & au-defTous de Taxe AB y les 
courbes ACB y Am b ôcc. {Fig. p. ) qu'autant que ces 
courbes tiennent à une même équation. Autrement , de 
quel droit regardera-t-on p m comme négative par rap- 
pojrt à P M y puifque ce n efl: pas la valeur analytique 
de z' m qui oblige de la prendre au-defTous de Taxe % 
mais une conftruûion arbitraire , uniquement imaginée 
pour fatisfaire à cette condition y que les points A ai B, 
foient toujours en repos ? 

§. XXL Au refte je ne fuis point du tout dans le 
fentiment que M. Euler m'attribue y que le mouvement 
de la corde ne fauroit être déterminé ^ à moins que Ja 

figure nefoitcomprife dans V équation y = * fin. 

rf- ^ fin, ^ ^ "^ -4- y fin. ^ ^ ^ &c. J'ai feulement 

prétendu que la folution n'eft polfible que dans le cas 
oà les courbes femblables & égales A M B yB fi a, 
Am b &c. & ainfi à l'infini^ font afiujetties à la loi 
de continuité; ce qui peut arriver d'une infinité de 
manières^ fans qu'elles foient afiujetties à Téquatioa 

particulière^^ = et fin. — — 4- /3 fin. ^^^ «4- > fin. - ^^ 
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6cc. dont je n'ai pas même parlé. Il eft alfé de voir 
par les articles IX. & X X V L de mon Mémoire im« 
pâmé pasiai ceux de Berlin de 1717 * 9^ P^^^ ^^ moyen 
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des courbes géométriques ou méchaniques qui rentfefit 
«n elles- mêmes , on peut trouver une infinité de figures 
différentes de la corde , qui toutes rendront la folutioa 
poflible. Il refteroit à M. Euler à faire voir que toutes cc« 

figures fcroient comprifes dans l'équation j^ = et fin. —j- 
^ ^ fin. ^ ^* — H y fin. ^ ^^ -H &c. Or c*cft ce 

qui me paroît impoflible ; & en cas que M. Euler voulut 
en difconvenir, ce que je ne crois pas , il en trouvera 
plus bas la preuve dans un des articles de ma réponfc 
à M. Bernoulli. 

5. XXII. Mais, dira fans doute M. Euler, quelle 
doit donc être en général la loi du mouvement de la 
corde, lorfqu'elle aura au commencement une figure 
quiconque ? Je réponds , comme je l'ai dé/a fait ailleurs, 
que dans plufieuts cas le Problême ne pourra être refo- 
lu , & furpaflera les forces de l'analyfe ccmnue. Je ne 
fai même fi Ton peut trouver dans tous les cas, d'une 
manière approchée , le mouvement de la corde , en la 
fuppofant divifée en un grand nombre de particules ég»-„ 
les , & en cherchant féparément le mouvement de cha-s 
que particule , fuivant les méthodes que j*ai données 
ailleurs pour cela.- 

J'ai déjà remarqué dans les Mémoires de Berlin de 
17J0, pag. 3JP> que fi o^ rcgardoit la coode comme 
un fil élaftique fans mille, chargé d'un poids à fon mi- 
lieu , le tems des vibrations feroit bien différent dexdn^ 
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-que la théorie donne dans d'autres hypothefes plus con- 
formes à la nature. Si on fuppofe la corde chargée dp^ 
deux poids P^ qui la divîfent en trois parties égales , & 
ces poids tellement difpofés qu*ils arrivent en même- 
tems dans la ligne droite qui joint les deux extrémités 
de la corde, on trouvera , en nommant / la longueur 
'dû ia corde exprimée en pieds , & ç la force de ten- 
fion de cette même corde, que le tems d'une vibration 

eft f^- — ! — j ( voyez les Mémoires de Ber^ 



îîn 17^05 pag. 3yp. )^ Le tems fera d*autant plus petit, 
que les deux poids feront plus près des extrémités de la: 
corde ; enforte que fi la diftance d^un des poids à Tex- 

trémité la plus voifine eft — r- > le tems fera diminué 

«n raifoii de V'j à v^n. Il eft vrai que ces différentes. 

fuppofitions repréfentent peu exaSement le véritable 
itat de la corde; il faudroit fuppofer un beaucoup plus^ 

^nd nombre de poids , tous égaux , & placés à la même 

diftance les^ uns des autres. Mais je ne fais encore une 

£>is , fi dans ce cas le réfuitat du calcul repréfenteroit 

toujours le mouvement approché de la corde. Il fuifit, 

four être réfervé dans cette aflertion y de fe rappeller 

qu'un arc > même infim'ment petite de courbure fînie^ ne 

doit pas toujours être confondu avec fa corde , fur-tour 

lorfque cette courbure influe dans la valeur des forces ac»^ 

célératrices y conmie elle y influe ici. C'eft par cette raifoic 

^ue ia chute par un arc de cercle infiniment petit ^ tCc&: 
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pas la même que par la corde de cet arc. Or il pou^ 
roit en être ainli , & par la même raifon , des cordes 
vibrantes ; & c'en eft aflez pour nous faire douter fi oti 
peut regarder légitimement la courbe vibrante , au moins 
dans tous les cas ^ comme un polygone d'un très-grand 
nombre de côtés. Au refte , fuppofé que cette hypothefe 
fût légitime > on pourroit en tirer une nouvelle preuve 
contre la folution de M. Euler ; car s'il étoit vrai » comme 
il réfulte de fa folution^ que les points de la courbe 
vibrante arrivaflent toujours en même-tems à la fitua- 
tion rediligne, quand cette courbe eft compofée de 
deux parties quelconques égalés & femblables , il s'enr 
fuivroit que tous les points du polygone vibrant cîr- 
confcrit à cette courbe arriveroient auffi fenfiblement en 
inême-tems à la ligne droite , ce qui n'eft pas. 

5. XXI 1 1. On objeûera peut-être j qu'il eft impoflîble 
d'expliquer dans ma théorie , pourquoi la corde frappée 
d'une manière quelconque ^ rend toujours à peu près le 
même fon ; puifque fes vibrations , félon moi ^ peuvent 
être très-îrrégulieres en plufieurs cas. J'en conviens ; mais 
jt fuis perfuadé que la folution de cette queftion n'appar- 
tient point à TAnalyfe : elle a fait tout ce qu'on étoit en 
droit d'attendre d'elle î c'eft à la Phyfique à fe charger 
du refte. 

D'ailleurs il y a une infinité de cas, même dans Thy-' 
pothefe & la folution de M. Euler , où les points de 
la corde n'arriveront pas en même-tems à la fituatîon 

AByài \\ fera tout aufli diificile d expliquer dans c^s 

cas- 



' tas A\ comment la corde xend toujours le même foa 
que dans le$ autres. Je pourrois ajouter , que fuivaat 
la folutîoh mêm.e de M. Euler^ les vibrations de la 
corde devroient <iurer continuellement; au lieu que 
l'expérience nous prouve qu'elles ceffent bientôt : d où 
il s'enfuit néceffairement que dans tous les cas le mou- 
vement réel de la corde donné par l'expérience eft très-:; 
•différent de celui tju'on trouve par le calcul. 

La manière ordinaire , pour ne pas dire Tunique, de 
* faire fortir une corde de (on état de repos , c'eft dé ;ia 
^ |)rendre par un de fés points & de la tendre en la tirant 9 
ce qui lui donne la figure de deux lignés droites qui font 
un angle entr'elles. Or M. Euler crdit-il que dans ççcàs 
^fa cbnftruaion puî'ffe être admifè/Sc donne le v<aî itidd- 
^yemeiit de la cordé ? Je doute qu'il ait cette ptétert- 

ition, d autant que 1 équation — — — === ^ n aua 

pas lieu dans ce cas-là ^ & que d'ailleurs les tems des 
Tiboations des parties de la corde feront différens , fekto 
le point par lequel elle fera tirée ; ce qui eft contraire^ 
"l'expérience y qui nous prouve que là x:Grdè tend tou- 

Sdurs le même fon dans tous les cas, 

Ce qu'on peut dire> ce me femble, de plus vraîferti- 

^blable pour xoncîliér4 expérience iivec la ttiéerie^ c^êft 
que la réfiftance de Taîr & le frottement des pa^eieS de 
la corde étant JeS dèùx-caiifea priricJpkfcs 'qûhen font 

•'ceffer les vibrations, & qui par coriféqùent font arriVet 

^3i la ïcàs tou^^ les points dsttifs Pêtat de! répbs , ces deux 
Opufc^ Math^ Tome / F 
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caufes dent Paâîoa s'eierce Taîvant Uae leiqai rie nous 
eft pas connue 9 obligent la corde à prendre en afiexpeu 
de teins la figure néceffaire pour que tous (es points 

-arrivent Qn même teins à la fitiiation reâiligoe r figure 
qui peut être difiecente de la Xrochoïde de M. Tayloe j 
éi inême d'une Tiochôïde conftpofée > comme j'efpeie 
ie prouvée dans un moment» 

Si l'on regardoit comme une force confiante h ré*- 
fiflance qui s'cppofe au mouvement de la corde > ce 

'qui vraifemblablement n'oft pas fort éloigné d'être vra^> 

i i y i iy 

on auroit — ^ ^^ h -rf= ^ ^^ ■ ac>-t=y {x^i) 

-^'^{x— i)-^Bx x-^CiiyB biC délîgnartt des 
confiâmes convenables. Mais cette équation même ne 
pourroit repréfenier îe vrai mouvement de ta corde 
conformément à l'expérience y que dans le cas où tous 
^fes points arriveroient «t% même - tems à la fituation 
leûiligne^ avec une vitefTe =»= o. Or c'efl ce qui ne pouF-> 
roit avoir lieu tout au plus que dans certains caspardn 
xuliers de cette équation générale. 

$. XXrV. Je viens préfentement aux objeâions^ de 

M. Daniel BernouUi» Il me femble que M. Euler yra 

^rfaitement fatisfait ; j^ajouterai feulement les obfer« 

fvations fuivaBtes^ qui ne fecviiront qu'à confirmer les 

'^nnes. 

1^ Il me paroît împdiible de prouver > conmie le 
: prétend M* BcrnouUi j que toutes les courbes de la 
>«ode yibf aat^ puiilQHC< êtce ïenfecmécs daos^ l'équation 
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* fin. — ^ "- -4- & fin. — ^ — Hh y fin. - ^ ^ ^ &c. 



en fuppolant même que cette courte de la cprde vi- 

biance fok méchanique^ èi compofée de paities égales & 

femblables^ ikuées alternatiiremeAt ai^(bfiu$ ôi.au^d^f- 

fous de laxe^fic liées par la loi de continuité. Je nob-. 

jeûe point à M. Bemoulli des courbes algébriques , cota-' 

me a fitit M^ £uler> art. IX« de fon Mémoire; parce^ 

que ces courbes > comme je l'ai prouvé > ne peuvent re^* . 

ptéfenter la courbe initiale > dans le cas: oh la folution . 

analytique du Problême eft poffible. Mais il y a une in*. 

finité d'autres cas dans lefqujsls la folutîon analytique « 

eft poflïble 5 quoique la coU(be ne puifib être repr^en-*. 

tée par Téquation rapportée ci-deÂis. En efi^t^fioppc^^ 

fôns^ (yar exemple > une courbe ovale^&i rentrance eii 

elle-ttïèiHe A-m DBE {Jig^ i u ) dont les deux, pasoiesi 

[ADB", A-EB fâient^lfffétentitô fi Ton veut > mais^dacs^ 

laquelle fa partie I> B îo\t égale £c f«mbkble à la partie ^ 

A'Jlh, 6t\à partie È E^hk- paft4e E A^ foit paris B Jf s»^ 

à n fois l'arc Am^ ou le kgmentAPmy ou tonsL^erty 

cktix enfbmblé (/z éeftni Ui^ homb¥è^ ttils-grand^^ èk AcC 

une très -^ petite ligne par- rappoi« ^ A Q)}Oti aura 

(•art. XXrVi de mon Mémoire (65^1747 ) uac courbe. 

tran(cendante LAÙ Ryj du nombre de celles qm^jcéntif. 

éttït ht ft$luno^ du^ôMêmèpofÈt^) kniqu'oa fo^pofcL. 

que là' ccttde a au« comftieiteeitMnpt* dé môutemeont^ l».i 

flgifre li AO'Itr; car k pfirèie^O^J^rfeia; égalé ae finb^. 

bia6fef â k-paVfiê f ^a^Wlèiiri^tiHéï^ AEiufe.a«^ 

Fij 
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dcflbus de Taxe C O ^àL aitifî à l'infini ; & de plus fi les 
parties A O , A L font égales & femblables, c'eft â- 
dîte , ' fi la courbe %À D B Ec& coupée enr deixx parties ; 
égales & ferablables pàr^raxe AB y.\ts polms de la courl^e ; 
arriveront au même intftant dans k: fituation reâiligne..^ 



T X ^ r* X '7F X, 



Donc pour que Téquation^ = a {\i\. •+• ,8 fin. 

H^âcc- repréfentât en général cette courbe , H faudroit . 
qu'en nommant CP-^y, & L arc D m ou Tefpace CD m Py ^ 
«i réquation entre yài h fôt en général^ -^^^^^A dtu a u\ 
4- 5 fin. ^ 2/ -i- C fm- c // -h &c. à Tinfini ^ A D BE étant 
une courbe ovale quelconque y telle que AD=D Bdx.. 
BK:==^ AE. Or je ne crains point d'avancer que celxeft . 
impoflTible.; de quand même il y auroit*des courbes, dont . 
on pourroit réduire l'équïttion à, cette f jrme pat le moyça 
des ferics, M. BeraoulU fait aufli-bien qpejnoL combien.. 
\à, méthode de repréfenter l'équatioa d'une courbe par 
une ferie, peut être fouvent fautive ou peu exaâe , foit 
par la divergence des ferles^ foit par leur pea de con^ 
vergence^ »...,. .^ . • ■ ; . 

'\^< Si s^xt décrit ^une' courbe» quelconque-^df ^C 5^, 
teile qu'oHe coUpe fon axe en A in en. C,, & que les: 
deux parties -^ /^ C, C B y foient égales, femblables âc, 
de Situation contraire , & qu'on faffe P ^a= m. P JT^ n\. 
fcBS l'arc ^ m ^k fois ;le fegment -4 P m , on aura: une; 
courbe^ J/*iS r &ç. i)eaucqup plus générale que la;pté.- 
cédente'^ & qtii fatisfeta encoçe au Problème* Or je de*. 
jDuiode comment cette çovitbe pquug êtze cepréfent^e. 
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par l'équation J^ = et fin. H- jS fin, — ^^^ — j- &c? ' 

Par exemple 9 fi on faitP Jfaf«=^, & que Ton ait les 
équations :^ = w {l^ y — y^ )'+'nu (^ étant = ^ C) j ôc 
B — x== m. (b^y — ^^3 )-+-/! 2) — /2 ^ lin*^ ( if étant 
e= CO , D^=^A DyàiA fin* j/ marquant Tangle dont le 
finus eft ^ ) je demande comment on tirera de-là Téqua?^ 
tîon crty cideflus ? 

3^» La fource des m^prifes de M. Bernoulli en cette 
matière, vient, fi je ne me trompe , de. ce qu il a trop. 
lég/rement conclu du fini à Tinfini. Je m'explique. Lorf- 
qu une corde vibrante eft chargée d'un nombre fini de . 
poids, il eft inconteftable qu'on peut regarder les vibra-, 
tions de chaque poids , comme compofées d'autant de 
vibrations fynchroncs quli y a de poids ; le calcul le : 
démontre , quelie que fait la figure initiale de la. corde* 
Mais s enfuit -il derlà, que lorfque le nombre des poids> 
eft infini , or> puiûfe regarder toujours le mouvement de ^ 
la corde comme compofé de plufieurs vibrations Tay- 
loriennes ? Non certainement* En effjt il faudroit , pour: 
que cette conclpfion fût jjufte , qu'on pût toujours re- 
garder la figure ihitiale comme u» mélange de Trochoï*^ 
des , quelle: que fut cetu figure initiale ; or c'eft ce qui 
ft'eft pas. Car fok en géncralj^ = a fmv 'tt ^-+.C fin#. 
^jp-Hy fin. » ;r &c. l'équation prétendue de la corde ^ 
«1 auroit donc lorfque jc=o, d dy = a ; ceft-à-dire* 
^uela courbure de la corde feroit nulle à 1 origine ; donc 
l'équation dont il s'agit^ ne peut r^piéfenter la corde^. 



À 
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toutes les fois que la courbure fera fîniie ou infinie à 
Torigine ; àt j'ai prouvé ct-defTus que dans une infinité 
d'autres cas, où la courllure eft même* nulleàrorigines 
Péquation dont il s'agit ne repréfenteioit^ pas d'une ma-*, 
niere plus exaâe la figure initiale* Pour le fiilre fentitv 
par un exemple tfès-fimple^ je fuppofé^ ce qui eft le cas- 
le plus ordinaire y que la corde ait au commencemenc 
la figure d'un triangle ifofcele ; il eil certain que la cour-*. 
bure fera nulle aux extrémités > £c il ne Teft pas moins 
que la figure de la corde ne peut être repréfeotée paf' 
réquation^ ■» «t fin* at x -f-C fin. -ït jr '^y fin* ? x flcc* 
putfque cette équation appartient évidemment à une- 
courbe dont la courbure eÂ continue y ou lieu que dans 
\t cas préfent la courbure de la corde v^rie broCquemenc 
au point milieu y où tes deux parties fontun anglci M. 
BërnouUi ne me répondra pas fans doute que dans ce 
cas^ fuivant mes principes ^ on ne peut trouver analyti*- 
quemefit le mouvement de la corde ; cette léponfe^ ne 
ieroit pas valable (dansfofi hypodiefe) y puifque-, commet 
je Tai remarqué > fa foluiion y fi elle eft bonne en géaé>«« 
TÛy doit donner l'équation ^ a» « fin, ^ ;^-h C fi»^ 
f*^-l-yfin5r F ^ficc. pour toutes k& courbes ima^naUeSr 
4^. Ce grand Géomette a bien fenti y comme il pa^- 
toit par le Journal des Savan» de Mars 1758^ la diffi*«a 
culte qu'on pouvoit lui faire luf ku conctefion qu il:, ticei^ 
du nombre fini des coi^a au- nombre infini ;. il fe contente:» 
derépc^ydto) que fi cette difiicuké eib fondée > la conin» 
traâion de M Eulernedqi^pQa ayoir lieu* non phiS'ptfarL 
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tous-les cas poffibles^ plcee qu'elle ne peut^ à la rigueur ^ 

^'appliquer aux cas où la Courbure n'eu pas nulle aux 

f eiorémités» Mais^pràs tout ce que } ai dk ci-deflfus > <Xxi 

»£mt aâez que cette difficulté ne touche qua4a folutîoit 

deM«Eider> 6c non pas àJa mienne^ Pour que la fb« 

lution de M. Bernoulii rendît la mienne inutile^ il fau«- 

droit qu'il éprouvât ; i^. ^ue toute courbe composée -à 

iinj&ii de parties égales ôc femblables^ alternativement 

fituées au-deflus & au-defleus de Taxe > peut être repré^ 

(entée par l'équation.;^ s=<t fin. ^ x -^ C (in. 11 x ^ 

y iin. yx Ôcc. nc^ i^yfy étant des nombres commenfura^ 

'blés entr'eux.; équation dans laquelle y fera = a, lorfque 

jr =s a 9 6c lorfque ic Xy fi x,9 x aie. font des multiples 

quelconques de la demi*ciiconférence. Or c'eft ce qui 

ne me paroît pas facile à prouver; car quand on em-* 

ployeroit pouf faire coinciderlesiieiix courbes^ tant de 

^coâSdensimlérerminés qu'on 'VoodrMt^ on fait co»« 

'Jkitn cette méthode de ^ Êdie Goîau:ide& une courbcLcfaer- 

^lâiée-avecune coucbe détente-donné 5 eJQr fondent kn-^ 

^ve^^i^ailleiiiafs eMe nefieroicitoiniau;*]^ quune appro- 

^Mfmation , 6cik s'^gbîci d'fine foèution géométrhjuej^j»^ 

'6c rigo<tt^mfe« Â^» Il faodroit de plos qu^ démocittfât que 

4e Pr^léme desr caaécs^ vibrances^:»^ pcurêtre réibb: que 

Nkiis^le^eas où la figute îuttiale eft cooi^ofée à Finfini 

'^ pSirties akerfxatives> égà^sM femblabks. ' Oc c'eitce 

^^fà ne paroit pas réfuiter de ial folodon ^ fuivam kqaeUe 

*1iu contttke Ù partxit qu'il ref^rde ^ôc qu'il doit cegsr- 

éu tottte %tt£e-iAttiate qiiielconipie^kMaôée ^ la .ctuàetp 
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comme un tnêlange de Trochoïdes Tayloriennes; 

Ainfi ^ quand même M. Daniel Berno^lii parviendroit 
à prouver détoonftrativemeût ( ce qu'il ne fera jamais ) 
que toutes leis courbes > <}m rendent la folution poHible > 

font renfermées dans l'équation >'=ct fin. 4-C fin. 

&c. ou plus généralement > s'il le veut. 



j/srssttfin. TTAT-f-Cfin,. iu;c -H y fin. f;c&c. il ne pourroit ,' 
' ce me femble, y parvenir, qu*en trouvant d'abord, comme 
je Tai fait , la manière générale dont la courbe vibrante 
peut fe conftruîre par le moyen d'une courbe ovale 
quelconque , & en prouvant enfuite que les abfciffes CP, 
de cette courbe ovale ont , foit avec les arcs correfport- 
• dans, foit avec les aires correfpqndantes,le rapport indî-^ 

. que par l'équation j^ = a fin. -^ — H G fin-- 



'jr X «A , a' ^ ^ 



&c.; car je viens de prouver qu'on ne peut déduite 

• cette équation de la confidération du mouvement d'une 
-c de chargée d'un nombre fini de poids.. Donc, quaM 

M. Bernouiii feroit auiïî.. fondé dans fes affertions , qu'il 

me le paroît peu , il me femble que pour juftifier ces 
•affertions, la folution que j'ai donnée Teroit néceflaire, 

& ne feroit point bornée à Pavantage fingulier que M. 
. Bernouiii lui apcorde , de conduire par un cheniin trè§- 
: pénible à un objet fort facile à atteindre* Je crois au reftp 

que le mérite de ma folution , fi elle en a quelqu'un , 

• aie confifte point dans la difficulté ôc dans la complica- 

^ûoïi du calcul^ comme M. Bernouiii Iç précend s il eft 

aif^ 
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^SSé à tous ceux qui font au fait de ces matières y de voir 

ique mon calcul en lui-m6me eft trè&-facile ^ 6c fe réduk 

aux opéiations les plus iimples âc lesphis courtes ; c'eft 

idans la manière dont j'applique le calcul à cette que& 

tien 9 fie dont je réfous les difficultés quelle préfente ^ 

que confifte la nouveauté 1 6c peut-être ^ fi j'ofe le dire ji 

l/élégance de ma méthode. 

; f • X X V« Je crois avoir fuffifamment prouvé contre 

M. Taylor y Article X L IL de mon Mémoire de 1 747 5 

qu il n'a nullement démcmtré que la corde vibrante 

'doive prendre la figure de da Trochoïde allongée. M^ 

Daniel Bernoulii répète la même chofe après lui au n^w 

XV* de foA Mémcnre y mais fans en apporter la moindre 

preuve géométrique difiérente de celle que j'ai déjà 

combattue) il a recours àTexpérience fie à la réfiftance de 

Tair ( dont on fait abftraâion ici) pour prouver que toutes 

les Trochcndes particulières fe réduiront à une feule; 

en quoi il dif&re beaucoup* de M. Taylor > qui ^prétend 

prouver -géométriquement fie abûraâion faite de toutes 

caufes étrangères y que la courbe [nrçndra enfin la forme 

d'une feule fie unique Trochoïde ; ce qui eft bien con« 

traire à la théorie de M. Daniel Bernoulli y fie ce qui 

pourcoit fervir à confirmer y (1 cela étoit néceffaire> mes 

objeâdoàs .contre la prétendue démonftcation de M; 

iTaylor. 

: f. XXVI; J'ai déihontré dans les Mém. de Berlin 

jde 1747^ fie dans ceux de 1756 5 que le tems des vibra« 

Ibons d:unet:Qrde dé longueur donnée /> étoit toujours 
Opyjc^ Mathy Tomel^ G 
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h même > guèlqtic ^uife que prît k code. M.^fiecnbttBS 
mLokjfiOt^ m^ XVI^ (€e& du mbiiv «ce que J'en tA 
iortipris ) . que le tems de la vibcattoa fera la moitié 
sloindre que je tic Vu. d^fiigpéf €i k cwde a na poiatr 
fixe oQ noeud immobile ea fon milîeci.. C'eft de quoi 
|e conviens, avec lui; mais aloss k oorde ne doit pfaa 
être cenfée fîmple 9 comme ie] k foppofois dans motk 
Mémoire ; c eft propremeot un compofé de demc Cotâea^ 
qui font leurs vibrations féparément âc indépendamment 
Vune dé Tautre; ficc eft pour cette raifon que j'aiiegaxdé 
k corde conime étant fans noeuds ou points fixes > il eft: 
vrai que je ne L'ai pas dit expœflement^ mais tout moft 
Mémoire & mes figures même en^ font foi ,. pom qu£ 
voudra y faire quelqu attention ; & je ne puis croire qo»^ 
M. BernoulE veuille incidenter làHlefius.11 y aplus^flc 
}e dis que ma théorie s^applique d'elle-même auxcour^ 
bes qui ont des nœuds ; par exemple y fi k corde vit 
brante a un nœud en fon point de nûlieu , il fuit da 
kformule>'=(p(£^-i-ac) — ^(t — ;»),& de L'Art. XXt 
de mon Mém» de 1 747 j que le tems d'une vibration fer» 

î car alors prenant r=^ / ( & non / comme 



»/ 



dlns cet Art..XX> où Ponfuppofe la courbeians noeuds)^ 
ks. ordonnées de k. courbe génératrice feront ^ales As 
de même figne des deux côtés ; ainfi Tob jeôibn: de ML 
BernoulU y s'ilm!eft permis de k dire > porte abfoiument 
à faux y de quelqme côté qu'on Tenvifage. Au refte ^ 
quand j'ai dît qtte tout les point» de k coxde cBtsDor-» 



Itoiefit i 4eur fiction incimittvct dans le 'taâtné tems , 
flueUe q«Q £k la figure de Ir cocde , ^e n'ai pas fu^étenda 
cjue dans ce tems chaque point, df la taxée, ne fie qt^ 

^ yibr^^'^-^'^^^ > ^ fdcotnde de ce», de.ui; ptopofi-; 
i^oHS p'-eft^ein);la fuke di? la frfmlei^ { il me fu^fb^^^» 
|»our i'al>jet que jç vue ,prc|>ofoi&4 4^ isoler le lieu de 
^^que j>ôinc povr chaque inftatit > fans e^tr^c dans un 
plas gHM\d 44t3U f détail 4'«i»fsi¥^ pHi$ ittut^» ique. j'eft 
|)ere nientîfr à h 6n 4« ç? Mémoire, qu'il iws fert ab» 
lUuttteftt 4e ïieAipour explique? 1^ phé<)Q(P$ne$ 4» fooi 
Je n'ai p»<4^ «n auçua c^ndrolt de inoA M4m«iire de ct!% 
^o^tfoaiJ*iH 4& '^dbrmcm qB« M, Ber«otiUî me rcprot, 

ch« i :j'« pirl^ ftulfittiem.j Are, XX ^ XXV de i?ipii 
M^oire 4e 1747 > 4(l ç^s.o^ t^$ lesp^intis 4e ia cotas 
jÈmit ^ ^J2»f «» li^ dmt&, ou, ce qui -eft 1^. rn^in^ 
chpfei arpiveot à l'w dans Je m^e inftjint. IJeft yr*! 
que d^oK içion Méojqire de i7î<» i je me fuis fiÇRvi df 
cette expee^ion , que le tems ^une vibration eft toujours 
le même >.<ipeHe q«e foit la figure de là corde ; mais U 
çft évident pjir l'Art. XX de moa Mémoire de 1747 > 
«qui eft xelatif à rendroit cîcé de mon Mémoire de 1 7;© , 
«oe î'enttnds iàpar U tems ■â'une vièratioa y le tems que 
ù. cac4e employé 4 le metare en -ligne droite , lorlque 
celneftvB^le) 4U>ee qui reviem: au même» le terni 
«ui eft «Néaeflâiœ pcmc qoe tous les points casfient dft 
!viiaer .à. la feôs > Ôc qxr'ba peut appelkc légitimemenc le 
ams d'une vibra ûon delà corde, iàns prétendre pooi 

«e^ ^ k» t JliMMr pitrikii^ fiois&t jfophiofieK SI 

Gii 



M- Eulcr a employé un autre langage , c eft ce que J* 
n'examine pas.; mais je cloute qu'il ait eu en^ vue le feus 
jque M. Bemculli lui prête. ; 

- §. X;XVIL M. BemouUi dit^ au comtneitcement 
'èà fon fecotld Mémoire > qu'il hè fe fôuvient pas d'âvoît 
yû de folution générale du Problème quîéonfîfte à trou* 
ver la loi des oscillations de deux corps attachés \ 
tine corde tendue» Jq crois avoir donné cette folutîoa 
dans VKtu XLIV. de mon Mémoire de 1747. Je Paî 
séduite à deux équations différentielles > aîfément inté^. 
grables par différentes méthodes fort iimples j que j'ai ex-i 
pliquées ^ foit dans les Mémoires de TAcad. de Berlin da 
11748 ^foit dans^ceux de- 1750. La fimplificatton qua 
M. Bej^nouUi apporte à la folution* de ce Problème^ 
quand^elle- feroit réelle > ce dont je ne conviens pas 9 ne. 
devroit , ce me femble^, me rien faire perdre de Tavan-r 
tage de Tavoir réfolu le premier. Les^valeurs de ;ir &: de 

y étant connues., on trouvera j, en faifant— -: — =s a 6ç 
— =?o, ce que M. Bernoullî appelle les vibrations 



. d 

particulières de chaque corps > les. points où ces vibrai 
lions finiflent, & le tems employé à lesr faire.: Je ne^re? 
£ife point de fuivre en cela fon langage , pourvu qu'il 
m'accordeen mêm^-tems que ma méthode donnera. trèsn 
exaâement le mouvement de chaque corps ;.& c'étoit?* 
là tout ce que je me propofois.L 

^ Four doimerr ki un eflai de. dtttt méthode > $t pool. 



If ex CÙRDJtt tO-KOREX if 

iQiettre le Leâeur ^ portée de la comparer avec celle 
de M. Betnoulli > & de juger laquelle eft la plus (impie r 
y^ fuppofe une corde chargée de deux poids ^ qui la di« 
vifent en trois parties égales^ que Ton fera chacune = i> 
que jK %y ' foicnt les diftances des poids à la ligne AB {fi^g. 
I.); on aura en nommant ^ la tenfîbn dé la corde ^ M^- 
ia malTede chacun des poids > ôc rûp[y)fant> comme dans 

les Mémoires de 1747^. ^^ s» 6% ce qui fe peut toUr 

&— t/ ^j^' = (2 j/' — >^) ^ ^S' donc y' ^=^% y^^ 
* ^ ; donc d''yt + 4 ^/li'j»' df-'^^y àifi^=^<i\ donc 

fion prend les quatre racines de Inéquation/"* ■+• ^ff-\- ^ 
«=a,quifont/=v^3V,— ij/= — V3.V— i,/=-b 

yC-^i,fs=i — »/— 1,00 aura jK=^c 



^ fie £ étant deux indéterminées. On aura de même li 

iiy 
.valeur de .x' p»- l'^uation y s=ft a jr H- j-^. » oc oa 

'déterminera les confiantes ^ & 5 pat les valeurs initiai 

Ics.dej^flc dej''». 

I» Si la corde eft chasgée de trois corps qui là divifent 

«o quatre parties ^les^ on aura ^--idy ^2y — y') d^\ 

^ddy'^{^yy'^y^y.")dt-',--.ddy'^ 

i<jLy" — y') de-'yix. l'équation à réfoudre fera /^ H^i 

f-i^'^. \^ff,^ i- sss Oji dont les fix <aeiae«. foaç. 
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f=i^Vx.V — 1 ;/*=jtV — 1**^2 Hhv^— 2;6clef 
rcftc s'achèvera comme dans le cas précédent. Si le poly- 
gone vibrant étoît compofé de deux portions égales flc 
Semblables au commencement du mouvement, il eft 
vifible ^u'il le feroit de même pendant tout le tems 
jdu mouvement ; en ce cas y le nombre des équatkm$ 
feroit la moitié mbindre ;par exemple^ dans le cas oâr 
il n*y auroit que deux coips , on auroit^ ' «=? y ^ fie -^ddy. 
ss^y dif- ; dans le cas de trois corps, on auroit ^^ddy^ 
^{2y— ^ y )d^y-^ddy'^{zy^2y ) déliai 
y" ^=y ; 6c aînfi àt% autres. 

Mais pour mettre le Ledleur encore plus à portée de 
comparer la folution de M. Bernoulli avec la mienne , 
je vais réfoudre le Problême d'une manière générale y 
& faire voir évidemment , quoique M^ Bernoulli paroiiïe 
penfer le contraire ^ qu'il peut être réfolu par une autre 
méthode que la fienne> & j'ofe le dirc^ d*uue manière 
plus direâe , & du moins auflî fîmplc Pour cek j^ap- 
J)ellerai avec M. Bernoullî , Z la longueur totale de \m 
corde ^P le poids tendant ^ m un des poidâ ^r /e^l autre ^ 
«Hl diilance initialp du poids m à Paxe de la corde ^ 
& X fa difiance variable au même axe ^ C la diftance 
initiale du * poids n ^ ia y fa diflance variable > / la 
diflaace du poids m au bout de la corde le plus pro- 
che^ \ la diÂance du poids n à l'autre bout de la corde ^ 
enforte que L^^^--^ l foit la dïftance entre les deux 
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^^'ddy^^ \ ^^^% (^^^ jL-A-f >^q"^1 

ûoTïS qui reviennent au mênie ^comme il eft aifé de le 
Toir, quecelles qui ont été données pour Icinêrae objet 
dansTArt, XLIV# de mon Mémoire de 17^7. 
Pour intégrer ces équations plus commodément ^ je fais 

2 n P % a P -, » a F 

A= r-* 77 rrr-jr 



mpl ' mpCl* — ^--') »P(i — X — i)^ 

a -* P .^ ^aP %jlP 

^« r;: ; — rr i n 



& j'» les deux équations — ddx=^{ A a: -h Tjk) ■ ; 

D'oàron tire par une méthode précifément (emblable 
à ccUe de TArt* 1 22 de mon Traité de Dynamique , fo^ 
tonde Edition > éc eit confervant les mêmes noms ^ 



'C)COCrT-f/i^ 



7^ 



Or eaprenuer lieu > î£ eft aîfé de recomioitre dans ces 
étWL valeurs de « 6c de jrla double olcillatioa de M«. 
Bemoulli ( ou j^utôt ce quU appelle ainfi ) fans ay.oir 
befoin du détour qu'il employé pour cela; car il eftvi-^ 
fible par les valeuxs àcxàiàt y y que ie monveiàeùt 
des corps màCitt& compofé de deux mouvemens pareils, 
à ceux de dseux pendules ^ dont le premier aucoit j^ur 



/ 
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longueur ^^\ ^ , & le fécond -.-±1—. Et t 

cft aifé de s'alTufcrque ces pendules feront les mêmes 
que ceux de M. Bernoullîi en effet fi y & J^ font les diftan- 
ces initiales, & qu'on fuppofe A y •+• r J^ : ^ y **-n J^ : : y: J^; 

«on aura Ay J^-+-rJ^J^=<pyyrHnc^y^& 



y 



cT 



^ A — n 



> ■ 



A — n±l^ A — p-^4r<^ 



} donc les deux valeurs 
ide —y— font — v & — r'^* de plus la longueur du pcn-- 

X a 



îdule ifochrone dans ce dernier çasyferoijt 



A •+- 



y 



■■■■ =5 " ■ ■ ^ ■ • eu ■ " ss?: — — .p— . 

Donc ficc. H 

. En faifent â x^=Oydy=^o dans les valeurs de oç 6c 
fle ^^ > on aura les vibrations de chaque corps ; & il 
«ft très-évident que ces vibrations feront ifochrohes R 
« ^ r C =f o > ou fi a -+- y' G = o. Mais il ne me paroît. 
pas prouvé que <lans aucun aiure cas elles ne feront ifo- 
<iiro;î€S,i Par exemple fiA-}-J'^ç = -t(iA'+-''Ç)fOn auru 



ir;r = o, &d^^s=o, fi— /et— - r /CfltL— r-v^A-Hyip 

■ 









Dis CÔRÏ>£S lOMORJES, j^ 

jPr n ces équations ne donnent point d'autres valeurs 
xéelles & poffibies à fin. ty que fim/ssso^ les o&iilations 
feront tomes fynchrones. C'eft ce qui arrivera, parexenv^ 

flc^ Cix eft plus petit que les deux quantités 



c 



4(«4.K'C> 

iBc x^^p'C) * ^^ P^" ^^^ ^ ^*^®^ ^ P^^ exemple , 

que A H- / C foit fort petit , fans être abfoiuœent = a > 

^'eft-à-dire, que — ^ foit prefqu'égalà — /..Je n'entr^ 

point là-delTus dans un plus grand détail ^ parce que jfi 
4cm voir plus bas dans T Axt. fuivant » que le fynchro- 
Tiifme des vibrations peut avoir lieu', quoique la force 
accélératrice ne foit pas comme la diftancew l " - 

Au refte , la méthode que nous employons ici pouf 
trouver le mouvement de deux corps , peut s'appliijuoc 
mifément aux cas où il y aura tant de corps qu'on vou-> 
dra* Le Problême eft précifément de la même nature que 
celui que j'ai réfolu dans la féconde Edition de mon 
Traké de Dynamique^ Art. 130 & 15 t. Enfin nottte 
folution peut s^applîquer encore à pltïfieurs autres c^s > 
auxquels il me femble que celle de M. Bernoulli réufli-i' 
Toit difficilement ; par exemple y celui où les deux corps 
auroient des vitefles initiales données , fie celui où ils 
Tç mouvToient dans un milieu réfîilant commp lavitefle. 
IVlais ce détail -'me meneroit trop loin. A^^^ k Traité 
tjue jevîciîs de citer > Art. 125 & 132» 

M. BemouHî , pour preirve de la fupériorité , de Tex-^ 

çeîlenceôc de. la généralité dcf a méthode; prétend aVoîc 
Qjpufc. MatL Tomc'L H 
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xéfola pat le moyeA de cette méthode le problâme do» 
cordes vibrantes d'une épaiflèur înéjgale^ fuivant une lot 
donnée ; Problème que ma méthode & c€lledeM.£uler 
»é peuvent réfoudre que pour des cas particuliers. Si M. 
BemoulK jugeoit à propos de publier fa folution^, quH 
annonce dans le Journal des Savans^ déjà cité ^ je crois 
qu'elle ne différeroit point >, quant à Teflentiel, de celle 
que j'ai donnée du même Problême au commencement 
3e ce Mémoire- La feule chofe fur laquelle nous ièrioiis: 
vraifembkbbment partagés^ c'eft que M. BernouUi don« 
neroit cette folution pour générale ^ & qu il ne m eft pas 
démontré qu'elle le fôitw Quoi qu'il en foit ^ on fie faa«^ 
loit trop Knviter à publiée fes recherches fur ce ftijet^. 
Elles né pourront qu'être utiles à l'âJaixciflement de cette, 
kiatiere épineufe & délicate* 
§. XXV III. Je pourrais remarquer en paflant que léi 

courbe dont l'équation cAj/ = et Cin^~ — -+• j8 fin. — '^ — 

HK&cn^eft point proprement un mélange de Trochoïdes^. 
Taylorietines i puifqué les axes auxquels M. BernouUi 
apporte la plupart de ces prétendues Trochoïdes , font 
courbes i de qu'en ces cas les courbes rapportées à ces^ 
axes > ne font plus des Trochoides. Je n'infifteraî point: 
là-deiTus 5 pour éviter toute difpute de mots» Mais > ce 
qpi eft plus important^ j'obferverai que cette théorie de 
M. BernouUi ne me paroît paç audî propre que M. Euler~ 
le penfe p à expliquer ce que les vikradons parnculieres. 

9at depi^Jique. Pour Iç prouver ; je foppoferaij arc». 



$flJhtxxiovi01 > qxie h corde aie k %iire Ajrm B Q^. i a. >^ 

iBelfe que jr tss % fia. -^ — --I-0 fiû, — r-^-^—, tf étant 

£911 poim <k miUen } ^fo^ fei)dfe le caioiU plus fu^^ 

Je fuppofcraî encore p m — i cotiutitt A a éB:lm 

tooitié àc AB^ La ferce motrice en ^ par xapporr ait 
point fTi fera la joiême qu elle feroit au point a . de la 
courbe u^ JS; & comme ces forces niotriçes égales ont à/ 
floouvok des mafTes qui font entr^eÙes comme r à c^ \ 
/ri» ^ 11 s'enibk que les {okcs accélératrices feroitf en a 



I ^ « 1 



tuenp comme — -~- eft à. 1 ■ ^- x dionc fioa Aoaune.A 
h. force motrice en « > & qu*<Mi fafle ar^Aij> "^ •=** 
^^ya^L^s , m « ss^l y on trouv^a ^uèlavitefle 



t^yeSiV t, -i^'ÎT-^^, & ««e lavitéfle en a cft 



^^. r^*— ir-, De-lliltfcnruit, t»<(jaè fîon^Jépriè 

fl r 

^s âyoni a r ^s±t^y ôcj?» «9 -^— i— deux; demUcecclc;f 

kiL^^lo (j!^. 13. ) > on pourra fiippofcr la vîtelfe cn/^ 
îrepréfcntée patPordonnée LF'y&ch tems par Tare a L ; 
la vîteflê en ^^ par le double de l'ordonnée « /, & le tems 
par l'arc /? /; d'où il eft vîfible que tandis que le ^oînt 
^ parcourra r , le point p parcourra po; 1^. que fi oit 
ptead les arcs; qZ p 0. x^ égaux êntr'cux, & tels- qtoe 

je^T». -->iOtt arttta* J^rH/yf P.9ur la jlus grande n* 

H ij 



Gurfion abfolae du point /{ (J^g. 12. )^ parce qu'alo£S ki 
vitcffe de ce point fcra=== oi }?. que le tems de cette 
exQurfion fera a^ 2! y om (ce qui eft la même chofe y 
^Kà^ vX- 4^. Que qûaTïd le ppiat a {fig. 15. ) cft en? 
a',f& qujft Iç point)/? eft tcvcnu en /? > la viteffe abfolue 
4u point /? {fig. 12. ) eft alors encore ==<?,& Tefpace 
parcouru ^=^Y ?l' -^ y p. ^ c'eft-à-dire j//r — Y^ en fens 
contraire \ & le tems dé la féconde exctfr(îon=» Za'. y<>,; 
On verra de même facirement que le point jp- parcoure 
çnruite dans té têmSa' Z , fit'dans lefens dé la première 
cxcurfîon, un efpace '=yp — JTa' ; & qu'enfin il parcoure 
en fens contraire dans le tems Z, a uaefpace ==: a Y'^yp \ 
'4pncfian&it/;I1[^/^ i4r)=^i^(/%! ^\*)^pifig- \^\ 

"^py (/i- \ ?•) ''P^U^g* 1 4- ) «/^^ — Y^ ( j%. 1 3 ) r 
on verra ^ que tandis que lé points (^/^ ia.)vva de a ett 

a' 6c de a^ en- ^, le point/ de la fig. li. va d'abord (/^^J 

14. ) de tf en/ , puis de jp en i5, puis de iJ en /> puî* 

de/f ep. a. Le point /(j^. 12.) fera donc à la vérité 

deux vibrations , pendant que le point a en fait une ^ 

maïs \t tems de ces deux vibuations fera diflférent ; celui 

"de la première fera repréfenté par l'arc a.Z{fig: 13^); 

fie celui de la féconde > par l'arc Z a' qui eft plus petit. 

Ainfl on ne pourra pas- dire que le point p \fig. la. ) 

f^it Poâaye , aiguë > tandis qyç le point a tend le. fon 

foxKla4»e;itaL; iL faudroit pour cela qufi le^ point p f fc 

deux, vibrations d'zc/aïc égale durée ^ tandis que lé point a 

en fait une ; .car fi les deux vibrations ne font pas d^égale 

durée ^ le point/^^ fuivant les prtncipes^ de rÂcouâiq)iej 
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y^ndra deux fons difFérens ; le premier plus grave ^ le 
fécond plus aigu que l'oâave du fon fondamental. 

La théorie de M. BernouUi ne peut donc fervir à ex* 
cliquer la multiplicité des fous y telle que les oLferva** 
tions la donnent. D'ailleurs oa fait que les fons les plus 
fenii&les dans cette multiplicité , font la douzième & Fa 
^ix-feptiéme. Pourquoi cette préférence accordée par la 
nature ? Et quelle raifon M. BernouJOii en rendra-t-il (a):? 

Recoimoiflbns donc que tous ces faits font une énigme 
inexplicable pour nous. En effet, peut-on fe flatter de 
îes expliquer , en regardant le mouvement des pointis 
de la corde- comme compofé de plufieurs. autres^ enfupr 
pofant.des ventres fîâifs & des nœuds mobiles l II n'y 
auroit rien , ce me femble > dont on ne pût rendre raifoa 
par une méthode fi arbitraire. 

D'ailleurs y & cette con(idération eil encore plus forte 
que toutes: les autres , il y a bien des cas > où malgré 
ces ventres fîâi& & ces nœuds mobiles ^ les vibrations 
des points de la corde feront abfolument Ôc rîgoureufe>- 
xnent fynchrones ; ce qui renverfe toute la théorie d« 
M. BernouUi. Pour le prouver > je fuppofe avec lui que 
y'=,a fin. 'k x^b lin-. % 'K x foit Péquation de la 
courbe initiale ; on trouvera aifément par ma méthode y 



(4) Voyez (îir cela l'article ioiiDAif€NTAL> <lsin»-le feptiéme Volume 
it rEncyclopédie. Il contient plufieurs autres objeâions contre Texplicar* 
tio& donnée par M. BernouUi , de la multiplicité des fons rendus par une 
Blême corde. On y réfute aufli quelq[ues autre.s explications 'qui ont été 
.doiuiéea du m£me phénoaieiie*. 
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dure; i^. que la folution que j*ai donnée le premier <îut 
Problême des cordes vibrantes > n'eft nullement renfer* 
mée dans la folution de M. Taylor , s'étend beaucoup 
plus loin ^ de eft aufli générale que la nature de la quefr 
tion le permet ; a^^ que l'exteniîon que M. Euler y a 
voulu donner, eft capable dinduire en erreur; j®* que 
fa conilruâion eft contraire à ce qu'il avance lui-même 
en termes formels fur VidemiieOc V impari té des fonStions 
ç {x •+•>) & *• {x — ^) ; 4^ que cette conftruâion ne 

fatisfait pointa Féquation ]^ = — j f^. que 

idans l'équation j/ =X;r -4- /) Hh * (îr — / ) , les fon£lîons 
doivent demeurer toujours de la même forme^ comme 
M. Euler l'a tacitement fuppofé lui-même ; 6^. que fi on 
fe permettoit de faire varier la forme de ces fondions , il 
faudroit renverfer le principe de toutes les conftxuftions 
6c folutions analytiques, ôc des démonftrations les plus 
généralement avouées ; j"^. qu'en faifant varier cette for- 
me , le Problême n'auroît plus de folution poflible , ÔC 
jefteroif indéterminé ; 8*^. que celte folution ne repré- 
fente pas mieux que la mienne , le vrai mouvement de 
la corde ; p^ enfki que la folution de M. Daniel Bernoul- 
li , quelqu'ingénieufe qu'elle puifle être > eft trop limi- 
tée y & n'ajoute tabfolument à la mienne aucune fi/npliH*. 
x:ation j qu'en un mot , le calcul analytique du Problême > 
6c rexamcn fynthétique que M,Bernoulli m'accufe à tôyt 
de n'avoir point fait , font l'un ôc l'autre y ce me femble , 
? l'avantage de m» méthpdç. 

SUPPLÉMENT 
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"Au Jtîémovre précédent far les Cordes vibrantes* 

/Vu cbihmenceH^ent de Septembre 17;^ j long-tems 
après avoir achevé l'Ecrit qu'on vient de lire 9 je reçus 
tm excellent Ouvrage, intitulé , Mijçdlanta Fhyjlco- 
^idt^iejnatica SocUtads privata Taurinenfis > Tomus pri^ 
mtUM Daos ce Recu^eil j'ai tcouyé 4in favant ^ profon^ 
Mémoire 4^ M. Louis ds /a Grojxgp^ 9^^^^^ )^!^^^ 
Géomètre examine la queftionqueje viens d'agiter avec 
M M*BernoulU.& Eulen M. de la Grange donne dans ce 
Méniolre une tsèsf-^l>eUe. méthode pour trpu ver 1^ mou^ 
vemcnt d'ujie corde chargée d'autant de poids qu'on 
voudf9'; & Aippp&htenfuke le ^mbre des corps infini^ 
ce quiceft le cas delà corde vibrante^ il arrive préci^ 
iément à la ..même conclufipn que M. Euler ; d'où il 
condbdy 1^4 contre M. BernouUi^ que la courbe vibrante 
Sicûk pae tQt^Qurs un mélange de Trochoïdes > 2^ contre 
jnci^. j|uU A'eft pas nécdTaiceique les différentes, cour^* 
gbcs AMB,jim byB lut^ &c. (J^, 9. ) foient afluiçtties 
à la loi de.cojitinmté* Cette diéorie de M. de la Grange 
4neifGiUt^ra quelques ^ëmari^ues. . . / ! 

Je dois d'abord les plus grands éloges à la manière 
auffi lavante qu'ingénieufe , dont M^ de, la Grange dé^' 
termine le mouvement d'une côfde chargée 4'autant de. 

Ofufc* Math. Tome I. I 



poids qu'on voudra. Quoique la raédiode- que ;:'ai dbnr 
Èée y pour intégrer dans ce cas les équ atlonl difiëreft^- 
tielles y coriduife à k folutibn du Prâblêmr > quel qu&r 
foit le nombre des corps ; j'avoue cependant qu'il y ai 
besotûQt^ d« méûte à 4vQit tcouvé une lorolale géoé^ 
sale pour* un nombre de corps indéfini. Je n avois poiot 
èherché cette Ibrmuie } parcô- q^ie d'ttiv.c6cé j» TDyo&&; 
que ma métbode donrterelt toujours ih&iilU>lement ww^ 
fermule phi» ou BU>ifis compofée pour tel nombre finî^ 
Se corpsqu'èttvottdtoît ; *c patce que de Fâott» ^ je ne- 
Iroyots point comment après avok trouvé une formuler 
générale pour tel nombre fini de corps quV>ft t^oudroit ^. 
hn pôurroît appliquer cette formule à un nombre infini 
'de corp9. Je me contentai donc de dire i!^}^ qu'en re«i 
gardant la corde vibrante commeiHi^fileittenfible duurgé 
de plufieurs petits poids > on. pourroit toujoorft détermif 
lier à-peui^près fon mouTement y ôl d'iautant plur eaaâo4- 
^ent^ que le nombre des pmdsfuppofés feroir plus geaiuLf^. 
Cet^ -fWffrès ne fignifie pas > comme AL.de la Grange 
patoitle croire^ qu'on ne puifie trouver exaâement pu 
ma méthode le mouvement d'un^ fil evtetifible chargé 
'd'un nombre-de poid&^fiAi > mak très-^grand \ il eft évidratr 
par k nature même de- cette mét&ode> quelle donneit . 
tou^urs^laloi de ce mouvement > quel que ibtt le nom^^ 
bre des corps ; X àrpeu fris,^\^j:âSiit feulement > dans l^en^ 



^1^ 



'^y Vôyex r Article 2CL1V. de ttoaMémpite !mpri»ffanu 



^'uhe <x)Tde vibKWttc doit être à-peu-près le même dans 
la thëovie I quie 4elttid'Aaâ elacMEfibû dbfrgtf.d'un 4»èsr 
gl^uidi)o.ijabrq dc^ç>î4$. Jpiiis j^nf Is» vc^or/^^ car fipg^ 
avons iait voir dans. l'Art. 'XX II I. du Mémoire préc^ 
^ent, que l'éxpérîej^qp & lathéorfe k« 'feuroicrit être 
Jd^ccocd dans U détermination d» fiaouvp^ont djss ç^0* 
^ vibs^itefi^ ne £ât>ceque pw cette feidp i<M%Qf 
eue le ^mouyemesit d'une corde vibrante cefTe -bien- 
tôt , quoique par la théorie il doive durer continaelle^ 
taent, Aaireftc, j'ai donné dans l'Art. XXII. du M^. 
knoiré ci-deffgs quelques modifications à cette aflèrtion 
blême dp mon Mémoire de 1 747 , & j'ai obfctvé qu'il 
«ouiroit bien {e faire que k mouvement jde la cordff 
^ fifi^fiblement 4ïi0Kten.t ,- «jjê.Bjc 4^tn^ l» théQfie , d^i 
snouvemant du pqlvgoi?e^ii;confcrit, fluç^quf grand nom- 
hsc de côtés qu^on Wi fuppofât. 

Qud qifa en foit , M, de fa Grange , ajpïès avok 
feouvé, pat une très -telle ifc «ès-ftvantp abalyfe , le 
toouvrement d'un &. chargé d'uii flcdnbee quelconque 
■dé poids , a èffâyé dc déduite de cette formule ie «un»- 
vcmçiït de la corde , en fuppofatit le' nombre à» j^^ndt 
^^ri ftÎMS qucîqu'adrefle & quelque (agàcit^ «fa'on «e- 
tojitque dans fon calcul , <*£ dans les moyens ^'A fsistd 
TKîur irèduirè te fécond cas au ptemi^ , il «je ftttiblè 
«oût ce calcul «ft «ppuyéfut plufieuïs fiïpipoûtioaB 
mtes. 




^Jl*. M. de la Grange prétend qtfen fuppofaat^ «» «« 



-ès .^Jîjfjt X zy fnsrjtiQasria 



* w..^ 



& cr == à la circonférence, les angles — '—^ > ^ t 



/ . 1 



1 > ^— ÔCQ^ xmé' & formule lenferme^^deyîenQenjE i 



4 m 



niçnt petits , & ne différent pas de leurs finus; Géra el| 

vwi en général poiuftout angle— -r> r étant.iui npmr. 

^re fini ; mais fi r = m -^ i , comme U anriv:e dans ua. 
tks termes de là fomiule de M*^ de la ^Grange > ak)t9 

— ' = • & l'angle ne fe confond plus avec foj^; 

♦ . 4 ai: . 4, • ^ ' *^' » 

a^ M*, de la Grange prétend que £ion appelle x una 
portion quelconque de la corde > a la corde. ent;içre j( t le^ 

tems, H 6c T deux confiantes, "* "" ^ -"^f/ - f«a 

toujours un nombre entier , fi'on fùppofe/Tr infini'; enfortê 

que fin- — f^(~^^. ."'g'^ fera toujours ==a2 

-€ette àiTertion^me furpjtend , & ne me parpît nullement 
fondée* Car pourquoi un^nombreinfini eft^l néceflair^ 
^ent uanonibre entier?: I^^infiai n'eitpoint proprement uo 
-nombre >. il^eâ la lirai ce de tous les ^ombres.poifîbleç :.& 
-Cous^ce point d« vûe^iKaeft proprement ^ m entier > x)i 
-fia6liohndire> ni incommenfurable. Ce qu'on pourroit tout 
au p]ju$ accorder à M» de la Grapge^ c'eft que le nombrp 
dnfini vnf^. peiilt ê^re regardé ^ traité comme un ndmbi;p 
.cntisr>.parce>qae dans le c^soùJe çkqptnbre m des corps, e^t 
fini y quelque grand qu'il foit ^ m efi toujours un nombx^ 
cfléer^. Maiis^ de^là nôi^me il: s'enfuit évidemiment que 



-V ; '■In H t- 



^ tfèft pas tdi^dur^' ufr nombre entier i 

ttl X * 



fecdimrietiMJfaï>lé'.''^II éft vràî que w étant ittfifll>— 



r- - • • » 



rth ' j ^ pcut toujours êtfe.règiardé comme égal à urt 

nombre entier infini , plus une fraâion finie , qui eft in- 
fcîîmént petite par rapport à ce noiribré in'fihii'Mars'iî 

ne S enfuit bas derjla, queJOfm— 2— ( ^— ^ — ^ — ^^U— ^ 1 

iûît :;^ p i rcar-foit .. ..^', ^ -i- t -r-^^ =^/w^-;hf ^ 'w! étant 
un, nombre, entier infinî^&p une fraflion fiwe ,/on aura 

s=^ fin. ^-r . M^Mr- ^fftyoVif^^ quand -ff^ eft-pait^j 6^r-^ 

c[aatïd /» left mipaft } or fïh j •*"^^— 'effunfé-qàantîté'fillîe. 
' Si le raiCohnemèni de M. de lâGranfeeétôît vrarv ir &'en^ 

■ . • • • 

fidvroit 4ïrt0 le.f<ïMi3: d-Warç qu^Jçonqiiç -^ r*^— V"( -Jb 

cetarc^âSît'pHs; uneinfîhité'm defcMS, ferôîttoiâjdùrs 
"ss a ; c eflvà-^irè , que le tînus d'nrie infinité dé fois 4^ 
degrés, par cxcmjpie'^ferôît toujours*»^. Or cela eft 
évidemment feux» Car le finuS d'une infinité de fôls* 4f 



C) U cJLi^ïdeitt'aue » &^ '.étant îml^ermlnéiés & rariables i yblpote 

' ît' •^-jf4*''f '*' •''^. *- — •-'...:;;:.i •: ;■ ,. i .«/o 



d^46, pçw être^-pu p, oupy^ ^ ou +i i * feleo IcJI tït^ 
leurs qu'pn donne à m'* 
'"3orM. de 4r Grangv p^eiKl dnis-fia «nm cnàixàù 

^ iciiine pûttioa de h Cprde indétermui^ç ^ & dîfi3rcntp 
de .^r ) .ôc s étant un nombre entier quelconque ppfitif 

pu négatif ^ -on aura cof. , ^ >■ ( 2 m s j ^ ^^ 1 == qr 4 j| 

ie Hgtie *- — étant £oii^ le cas. où /i «ft impur ^ & ie li^e 
H- pour le cas où /li €& t)air. 'Cette afTertion éft fondée 

fur ce qull regardé toujours'^— —-n-'coxnmeiin nombre 

-entier j & elle eÛ par confêquent fujette aux mêmes dif- 
ficultés que /louy yehons^de i^ire hx la fuppofitkm et 

4^ M* de JU Gf ange fèinble ^>^r }^^ 
ces difficultés; & il,. ai 4ç.fti^ vn Chapitre de fon Mé^ 
snoure j à établir la propontion fur laquelle ^ de fon propre 
«vefO^ fa théorie des cordes vibrantes ^ft fonâ^ } lavoit 
fur ce. qu une f qite yiônie*de pix)dnits 4e deux ûxxos, dç^ 
les «tes çtQi^m AP prog^^eflxon arithmétique^ eil tpujçm^ 
ffç<>,,,SX€çpt;édaf« |p c?^ où Ifis arcs tç^pf: i^ux. Pouf 
iéa^iOfxfix içet^^propofitipft; i^'Â^pw 1» *éduiàprovvçF 
<ïue cof. X H- co£ 2 x -l-cof. 5 x &c. à Tinfini =: —4 5 ex- 
f epcé dao$ lecas de jx^=t,o« Pour démontrer qujepqn^ 4^ 
cof. 2 ^ -+- cod 3 jp ôcc = — 7 l'Auteur pi^^d Texpcpt- 
fion imaginaire des cclîhus ; iSc il translbrnie par ce moj^n 



îai.fene propofée eq deux autres qui^ forment évidem^ 
ttèhtl une prôgrèflidn" gfotti^trîque dbrft' iFchércl^e la 
fomme; il tccaive cette fomme= — .j:*. Mais poar arrU 
▼er; à ce réfultat > il fait une fuppofition qui ne paroic 
^OÎAC é«lââ ',fyv6ltj qoe-te^dennerteinte des ^tuxptof 

"** "^ ••♦•&& cft^l à «ro, ce ^ n^dt par 
Tfû} cai ce âèniier terme e&Aax» la pre mièr e fxogttùi 

fione ' de dans la lecottde ^ 5 quantités 

qi£ iteTottinni l'une m Vautre ï=s Ok Pourvoir encore pîoi 
daitemeot: la inépriFè de M^ dé la Gtitkgt , il firffit d^ 
GonfHérer-) que offrant foir propre- csdcul^) !a fomme^ 
«xfeâe- d un nombre quelconque m de termes "dâ^ la 
çïogrefltott coT. 'X*fhC(X, a * •+• cof* j «- i-f^ fiec. cft 

wi «jot i> . : T^.»* ^'i> ajoure- 1.-." > aan» 

le cas' oànt s:fp co >, on fuppoie q:(ic^ l^t s'évanouit aupcèg 
de m> d'où Jb temm cof. imrir ,ï X^ Revient ï= cof. m x\. 
& la, £brmule précédente ,fe leduit. à^-r-T*^ Il eu aifé de 
ïépondtc> que quî^ m|eftrinfini^ çoO Ç«-+r ^V^ ^'^ 
devient j;^a& égal pour .cela à coU ntyc. Car dieux arcs 
Biûs ou iiifims y qxii dijBferent d'une cjugneité finie 4r y ont 
des cûûnua . qui diffétem aufli , d^'u^ie tji^antité iinie. Uu 
exemple très- (impie peut nous convaincre d'ailleurs ^ 
que lai fomme des cofîilus dès angles ;r > 2 x/ 3 jsr^'n'ed 
|M =r —4^ Car foît x«= 4;*i on auifa^dur làTuîfé^ 

dont a s'agît -jîj- ;j o, ■^^\-^, r, _ _!., ^^ 



If.^ — ^, H-" i j 5cc, après quoi Ta fuite recommencera*? 
or la fomme de cette fmte finie eft > ou -pj- j ou ^ J 

• • • * ■ 

-OB :— i::> ou— 1 •--r -^TT^xlelon qît'pny ; ^çadrîi phijf 
ou mbin$;de terijK'srPohcJb^ fomme de larfuîte i^iltiexf 

félon le nombre de termes qu'on y prendra i qîfel que 
foie d'aUleufs ce nombre de- termes ^ ifinî ou infini; àc 
cette A>n:îme: ne fera pointai? , à moîn^que m,x 45? 
ne ibit^^ à une infinité defois lacirçonf(^rence> ou ijs? 
H*- une infinité de fois la circonférence* , 

,/ Ce n'eu pas xour, IVL de la Grange convient que 
j^and on.youdra traitât 1^ diéoriéjies cai;des vibrantes^ 
ar la confidération jdes .fondions itlffébriq,ues « comme 




s appfiqûèr qu'aux^ cdurbeS'CoM^ & ï cet égard il 
fhé donné abfolûmenr ^âîn de caufërOr je' le prie de 
conlîdérer qur'îl fuppbfe lui;- même tacitcméht dans fa 
folûtibii^ttJuteh'^tîiéçrie des fondions algébriques. Gai 
un 'des ^iHri^aàx'fondétnens de çéttie foltitîon confiftè 
îdans Puîage qu*iî&ït dé' la^ méthode- de M. Bemouflî, 
pcJur trouver la yaleûï d'une quantité qoi éft égale" dant 

certains cas a -^^. Qt cette méthode fuppofe eJIc- 

miêiper que la ^lU^ami^^^ dont on, cherche ;l^.valeui^ foit 
une foaâion algébrique fradionnaire, que l'on différeçtie 
ïuivant des régies connu»; & dont le^ numérateur divifé 

• par 



w:es vordes so:iiicr£s. if 

l^ar le dénominateur^ donne la valeur de la quantité 
tgu'on cherche. 

C'eft pourquoi ht théorie de M. de la Grange fur les 
icordes vibrantes y quelque profonde & quelqu'iagénieufe 
qu'elle foît> porte fur des fondemens qui ne me pa- 
(oiiTent pas aflez folides pour renverfer la mienne ; 6c 
«n -effet la théorie de M. de la Grange abouriffant à U 
même conclulion que celle de M. Euler^ eft fu jette aux 
mêmes diiEcultés que j'ai faites ci-deflus <:ontrê la fo-: 
lutîon de ce grand Géomètre ; difficultés qui me pa« 
TOiffent infolubles , 6c qui font tirées de la confidératiott 
direâe du Problême > flc de Texamen^ tantfynthétique^ 
ig[u analytique de la queûion propofée* 

Jin Ju prtmUr MimUr* X du SufpUnunù. \ 




Ojnfc, Maûu Tome /, 



7* 




SECOND MÉMOIRE 



Du Mouvemmt £un corps de figura quelconque p 
animé par des forces quelconques. 

MJ . A, N ^ mes Ktchtrches fur làpréceffion des Equinoxeri 

j*ai donné tous les principes iiécelTaires pour réfoudce- 

le Problème que je me propofe ici. Mais comme dans 

rOuvrage que je viens dé citer , je n ai appliqué ces 

principes en détail qu'au mouvement de rotation que 

[a Terre doit avoir fur fon centre , en vertu de Taûioa 

du Soleil &: de la Lune y je crois devoir donner ici la 

folution générale du Problème y tirée des mêmes princi-^ 

pes y & réduite à des formules générales qu'on pourra 

confulter au befoin* 

L 

Pour repréfenter d'une manière générale lé mouve^ 
ment d'un corps de figure quelconque y il faut diftinguer 
dans ce corps deux mouvemens: i^.^ cdui du centre ide 
gravité y qui eft commun à toutes les parties du corps ; 
ce centre décrit une ligne quelconque ^^ droite ou coudbe^ 



\ fimple ou à double courbure ; nous pourrions prendre 
ici tout autre point que le centre de gravité) mais les 
propriétés connues de ce centre donnent le moyen de 
amplifier les équations ; cette rai£on nous détermine à 
choifir ce point par préférence; m^. lé mouvemèat de 
irotation de chaque particule autour du centre de gra* 
yité. Pour me faire une idée bien nette -de ce dernier 
mouvement > j'imagine d'abprd^ ainfi que je Tai fait 
^ans mes Kecherches Jhr la précêffion des Eqninoxes^ 
ixckc- ligne C p ( figure i j. ) gui pafle par le centre de 
gjravité C du corps , & qui demeure toujours fixe au- 
dedans du corps ; c^^ft-4i*dn:e ^ qui paile toujours par les 
mêmes points dans l'intérieur du ^orps ^ j6c qu'on pejit 
€egarder'patx:onféquent icromme Taxe du cprps, mais. axe 
mobSc autour du centre, de gravité C; j'imagine de plus 
tm plan quelconque abfolumônt fixe ôc immobile ZCe X:9 
qui paife aufli par le centre C^ ôc auquel je rapporte le 
mouvement tic Taxe Cp ; j'imagine enfin un plan KC H 
qui pâffc par un point quelconque Ç' de Taocé €p^ & qui 
foît perpendiculaire à cet axe* <Dela pofé. 

Soit/? ^ perpendiculaire au plan Z C^^; C^ la com« 
ttune feâion du plan Cptyta du plan Z Ct^^y ZCx, 
tine perpendiculaire -à Ce^ menée dans le plan Z Cex^x 
K C la communefcaion des plans K<^' M,Cpe\G}m 
point quelconque du corps, placé dans;le planUC'it; 
C L une perpendiculaire à C K -da«s le plan KC -ff j 
ec c Jr une parallèle à^ Z^-ou , ce .qùî«vienr au mémJe j. 



J 



^ DU HOVJrZMEjfT UUN HCyRFS 

L'axe Cp^ dont nous* regardons ici Textrémité Ccom^ 
lue fixe ^ ne peut avoir que deux mouvemens ; l'un de 
rotation autour de la ligne immobile CE' pecpendicu** 
Uiire au plan immobile Z Ct\;y Tautre^ par lequel foa 
extrémité p s'abbaifle. ou s'élève au-deflus du plan ZCe^^i 
les autres points de Taxe Cp s'élevant ou s'abbaifTant 
aufli à proporuon» & il eft évident > que pour trouver le 
mouvement de Taxe Cp, il fuffira de connoître la courbe; 
4écrite fur le pian Z C < ^ par la projeûion c da point ^ 

II. 

Ccn'eft pas tout : lorfque Faxe Cp, mobile autour de 
if 9 a parcouru un chemin quelconque^ en entraînant ji 
pour ainfi dire ^ avec lui les lignes Ce^Z C:^, dont lune 
eft toujours la projeâion^ de Cp^ & dont l'autre ZC^, 
cft toujours perpendiculaire à Ce; le pian JCC/ H, dan& 
lequel eft placé le point Q, demeure toujours, perpendi? 
culaire à Paxe Cpy mais l'angle JCC^ 6^ que fait la ligne 
. G- Ç' avec la commune feâion. K C des plans K C H%. 
Cpe, peut être augmentée d'un> angle P^. qui. fera évir 
demment le même pour tous les points placés dans le 
planiCC Kj puifque ces points font conftamment à la 
même diftance les uns des autres & du point C\ Il eft 
vifible de plus ^ que cet angle B feraaufll le même pour 
tous les. points placés dans un^ autre plan quelconque 
parallèle z KC^ H. Car U eft évident qu'il feroit le 
Eiéme ' pour: tous les* points d'un plan qui pafleroit par Q 
^ par l'axe (Tj^i donc &a 



I I L 

Soient ptéfeûtciinent 
Laconftaate C/u • • •* •; r r «^ « • « ^ • ^ .. « v « • « ii 

JPar conféquant CC^ «^ ••«••••••• #•• •-« a* -^^ & 

Le cofinus de l'angle pCe^ • • «^«^ • • «^ • ^ • «.»..« .^j^ 
Sonfinus • . r • • . .•••••...;••. V i ^^yy 

Par conféquent C ^ ••.> ^ r «••'»•.•• . y^^f, 

bu ^j^ 

C^ .. ^ ....•;••... ••••/" 

L'anglc^Ca •/..•.. . JT 

Pat conféquent GL ;...•• • . • ^ . . . •/'fin, JT 

Et Ci ; ;....... /cof. JT 

La diHance du pointeau pian iTC^t • ^ • «^^ • * ^ 
Sa diflance au plan E' Zx; . ^ ...••. ^ •••- • / 
Sa diftance aiu plan E^ Ce^ ...... ^ ...:••. ^ 

On aura, comme- il eft ttès^sdfé de te voir par les Elé^ 
mens de Géométrie > & comme je Ta démontré >'Art^ 
cle ay de mes RtehtTvhcsJurlapftctJjlion des EqidrioHes^i^ 

vr = {a — > ^') V I ~ j^>^ -H /y coC X ; ^ 

^«/fm-X: 

IV- 

Sût ^ (y%wv !<?• ) I2 pro^eâlb» du p^int (S^ ^rlSr 
1^ fiœ Z C«^ & ayant mead les getgçndiçulaijceip* 



j 



gl\Ce i àcgkzCzy on aura évidemment^ /ou CA:=:^i 
& Ci owgk = f. Imaginons enfuite dans le plan ZCex^^ 
deux lignes abfolument fixes 6c immobiles u^Çjff y C2^^ 
perpendiculaires Tune a l'autre i & foit i'ao^ :;^ CB=siem 
£n. menant Jes lignes gniykih perpendiculaires à CJ^, 
hi-km .parallèle à C £ ^ on aura gN^gm — mlf^ssi g m 

«=Ciz-+-i(:/tt=Cjt^cof.y-+r^^. fin.^K DoncûonfaJC 

^.A^^t.ôc^A'^^/ooasura. , ^ . 

jr =, ^ cof. e^f fin. ^ ) /^ j 
dE^ =./ coC ^ — tir fin. < j ^ ^ 
'6i la ligne fixe AB étoit de lautre côté dcZx,.^ on auroit 

:^ = jt cpf,i? 4-tirfin,^J V . . ^^ 

• $i on r.egarde ^ J? comme rçpréfentsint la pofition de 

Z K,^ prcpU^^^ inftant du .nKUivement , alors ^ fera Tan- 

^le. parcouru durant le tems/ (qui s*eft écoulé depuis 

Hce pcemier înftanç ). p.ar le .point € , qui eft la projeâion 

4$.i'^Mmité de; Taxe du corps î fi le mouvement du 

^it^t ^ fe fait dt:4 ^^ t> ^^ faudra Ce fervir des deux 

«^riliulgs {/i)ifi.'^\x contraire ce ^bu\^mei)t fe fait de 

4 vers Z /il faud» fe fervir des formules.(5) ; & ce feront 

les formules que nous adopterons ici ; car nous fuppofe* 

rons que le mouvement du point € fe faffe de e vers Z^ 

Soit enfin ^ la valeur de T^ngle KC G {figu^ ly. ) 

au commencement du raouvement y H étant différent 

^dUr c|la{]ue Iptiint ^ ; 6c comme cet. angle ^ devient 






^ DE rrCVRE QUELCOJ^QUr, ' 7p 

Donc cof. Xsss cof. §-+-^=00^ ^ cof. jP «--• fin. §. 
fin. P ; & fin. X=s fin. g -+- P = lin. ? cof. P. -f. fin. P 
cof. ^ ; donc après un tems quelconque r^ la diftancé âk 
point ^ au pian £ Z C ^ , fera 

«»ra --*(v'i-^j.) H-/> cof. $cof.-P -/jr 
fin. ? fin. P ; 

La diftance^ k projeâton 'g\pg^ \6\) pu point G 
àlaJjgne fixe Ci5/ fera . . - 

»«• C(*--_^b;^— /cof. $cof.P *"* —yy-^-f 

fin. 5 fin. ^ \ "-^y y1 coC r-HCy fin. ^ cof. P 4- jT 
fin. Pcof.^3xfin. i i 

Et la diftance de la projeâton ^ à la ligne fixe C JD ^ fera- 
^a=î tyfin, 5 cofin. P-t-^fin. Pcofin» |i cofin. e^ 



fin. P * »^ i — j^^ 3 fin.*. . 

- - • • 

Heft clair que dans letems i//*le point (î (^, i j.) patr 
courra perpendiculairement au plan Z C^ 2 1 6c parallèle*- 
mentàC£Srefpace^*T ; parallèlement à CD (;^, i5, ) 
L'efpace duj &c parallèlement à Ci? lefpace dz. 

Donc fi on fuppofe que le centre C parcourre durant 
ce même tems les efpaces dqyds^ d^x^ dans des di* 
fe£lions parallèles % ces mêmes lignes \ le mouvemenr 

total ^ ou la vitefle du point G à ïw&zxitdt fêta. ^ ■ ^i - 
parallèlement à C£' i —^3 païaHèlewent à C Z> w 



<i; ~ — ^parallèlement à C^', 6c dans l'inftant fuirai^ 

pL égal i//>les vitefles feront^ 



i q' ^i^* ^Jtq-^idq-hi'jr^ii 



i s* 'é' i a* i s ^ i i j -f- d u -^ i in -^ 

' ' " m SES î ^ ' ' * { 

d t dt V 

« 

s i X' ^ dT' d X -^ d dx -f - rf ? -f- i dr , 

• a I « « 

Donc fi on nomme 91e tems durant lequel la pefanteuf 
j> feroit parcourir à un corps pefant Fefpace a , on aura la 
force perdue par le point G parallèlement kC£' taz 

dq-^d^r — dq' — rf?r' fl* p < — ddq^^ld y) p%* 

^"T""^ — TÏT ' — '^ * 4 "^^ ~~ITT7* ? 

on aura de même lit force perdue par le point G pacaL 

ièlement à CD^ '^^^3;r^^" ^-^i & ia 
force perdue par le même point parallèlement zCB 
^ — ^^^— ^^t j< _£il-. Ces trois forces doivent 

faîte équilibre avec celles qui tendent à mouvoir le 
xorps y it qu on peut toujours réduire à trois , dont Tune 
agiffe parallèlement à CE' .hi féconde parallèlement à 
CP> la troifiéme parallèlement zCB. 

« 

On a vu ( Tr. À Vyn. Art. j 8) que fi le point Ç (/%. 1 7. ) 

•^u pkn £' C( eft tiré perpendiculairement ii ce plan 9 

& parallèlement à C« pat une pui jTançe G , le point K 

4a pian ZCt z perpendicubûrement ù ce plan , iSc paral- 

lèlemenc 



"JDE FIGURJE qUELCONqUE. %f 

i^eraent à C£'' par une puifTance s= n ; enfin le point 
G du plan E' Ce parallèlement à C^ par une puiflancc 
*= jF; on aura , dans le cas d'équilibre entre les trois puif- 
lances Gy Fyïly foit que Je point C foit fixe ou non p 
les équations fuivantes ; 

<?^ — n l=:0 

tn fuppofant les perpendiculaires Ç P ' ou C J>a=^; Q D 

ou CP'^x^^<^ ^0" CE'=^(^',GE' ouCH = &; 
9 X ouC-R=/uj riî ou C*5=y & fi le point C cH 
libre ^ on aura de plus 



F 



o 



»r r>i»4B%^ 



VIL 

Il eft évident qu'tjn peut regarder la force F -comme 
iréfultante de tant d'autres forces qu'on voudra , toutes 
perpendiculiaiires au plan £^ CHique la force F fera 
en ce cas égale à la fomme de ces forces ; &: que le 
moment J^ { de la force F par rapport à la ligne C H 
(j'appelle ainfi le produit de la force ^Fpar la diftance 
^e fa direâion à la ligne CH) fera égal à la fomme des 
momens de ces forces par rapport à la même ligne CHi 
il en eft de même des autres forces G^n. 

Enfin il eft évident que les loix de l'équilibre qu'on 

Vient de trouver pour les forces F, G^ïl, auront égaler 
Ohu/i. MatL Tome L L 



t% DU MOtrrEMZJfTT JTZrjr COMfT 

ttient lieu par rappott à trois autres lignes Cl}^ CEi 
CE' {figure 1 8 ^^^ auxquelles on fuppoferft^ que le» 
forces G^F yWy foient parallèles ; c'eft-à^dlce i que 1^ 
«KHnent de la force F par rapport à CD ^ pat exemple ^ 
fera égal au moment de la fonce n i par rapport à k^ 
même ligne C D ; &c«^ & ainfi du refte. 

Donc fi on a tant de forces qu'on voudra '^^ ^g* yf^i 
dont les unes foient parallèles à CE! y les autres \CD^ 
ks autres \CUy lefquelles fe failent équilibre ; il faudm. 
1^. que la fomme de ces trois fyfiémes de forces y chacu» 
pris en particulier^ foit ss <^; équations qui n'auront liea 
que dans le cas cù le point C eft entièrement libre ; aV 
que la fomme des momens des forces f par rapport à 
Taxe CjD>fbit égale à la fomme des momens des for- 
ces ic' par rapport à ce même axe ; ^. que k fomme 
des momens des forces g' par rapport à C^^ foit égale 
à la fomme des momens des forces iç' par rapport à ce^ 
même axe;4^ ^^^^ ^1^^ ^^ fomme des momens des 
forces/*' par rapport à CJESfoît égale à la fomme des 
momens des forces^' par rapport à ce même axe. On fer 
fouviendra que le moment d'une force par rapport à UA*. 
axe y fe prend par le produit de cette force de d'âne pet^- 
pendiculaire tondant de cet axe fiir la direâion de cette;:! 
force.. 

y 1 1 L 

Appriquons maintenant ces principes au Problème 
dont il s'agit) & fuppofons {fig^ \%.\ que le corps e» 



DE rfctTRr ^i7ELCOjirQiri:. t^ 

tmxivemenc foit £oUtcké par trds^fotces* dont l'une 'i' 
foii pacailèle kCE', la fecondtt y paraUèle ^CI>,h 
troifiéme Ç f arallèie à CB ; €c foient homin^es 

Les diftances de la ferccPà CB & CJ> . . . . r ' âc;i'; 

Les diftances de la forde y à C£ 6c C^ ' . . . Ç ' Ac P(;' } 

Les diftances de la force <|> à CJ?' & Ci> .. » Ô' fii^'* 

Il eft évident ^ue les forces> ■*■ > y , ^ doivent être 

en équilibce avec celles qu'on a trouvées ci-deflus , 6c 

<4ui doivent être détruites -dans le mouvement du corps ; 

donc nommant O chaque particule du corps , oaaura 



S 



fàq -^id T ) p i* G 
ç^dJti ^ dttuypi* G 
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2 tf if T* 
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■ 'J i -a d t* 

-i: yt =0. . 
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r / rTïir- — -^yx 

» ft dx* 

i ■ , '-^ H * M -^ 

% a a t* 

■■ — T77.— ^^ =^- 

Ces ûi équ«tk>ii9*d«nncroiit le •niott\' 
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i4 DU MOITFEMENT DVXr CORFS 

Pour avoir rînt<îgralc àtGddnC'+'C ddq > & cell* 
G {^-^-ddq — dd'fc)uy il faut d^bord prendre les 
différences première & féconde- de «tt , en faifant varîef 
feulement e,j^,& P, enfuite prendre l'intégrale en ne 
j&ifant varier que jf^ ^^ & ^« Il en eft de. même des* 
autres» 

On peut fimpKfier les trois premières équations^ ert 
remarquant que par la propriété du centre de gravité t^ 
on zfGi a — B')=o .fGf{\n. ^ = o./Gfco^. l=oi 
Car après la fubftîtution des valeurs de '* ^u ,x,> dans ce* 
équations, effâ(;ant les termes qui feront mulripliés^ par 
quelqu'une des trois quantités qu'on vient de trouver 
égales à zéro . on réduira tes trois premières équations; 
aux trois fuivantes ; 






— g p^a* i i g 

1 « rf r* 

%■ a d t^ 

— G rf rf AT . p 8« 






Par la même raifon on fimprifiera les trois autres ^ 
en confî Jérant quey^G-. ^^ =b o , /*(? . -tt == ai ôcc. fit pao 
conféqucnt dd qfG . u = a i ddx£G. . nt =; office* Donc^ 
onrauia 

— ddw.p^-^uG^^, C •^ i.àu. p «» îT G 

*, ■+* X f - — I - 

1 tf rf t» ^^ 1 a rf r» 



'^B FIGURE QV£tCOyQU£. $f 

/ ^ d d u,p 9* g g. ^ ^^ r —ddi. f^* G u 

— (P 6' = o ........ :..... {Ml 

f X a d t* *' * a d t* 

— *C'=^ • • • •/ (A^> 

On peut remarquer dans ces équations , que ne ddw 

— tt (tdict9i=z d {"K d a — ud'tc) ; que de même a ^i/:(^ 

— x^diuy eft la différence dcad x. — 7i du; 6c qu'enfin^ 
"K ddx, — K. <^ (^"^ eft celle -TTi/:^ — î^ ^ *3r ; ce qui pourra: 
fervir à abréger le calcul dans plufieurs occafions. 

Par exemple > fi ^r', y $' &c; fie les autres quantités* 
analogues ne dépendoient point des variables 'x y^^yu^ 
on pourroit intégrer lies équations précédentes en les ré^ 
duifant ajux différences premières*. 

r X* 

Suppofbns que le corps ne fafle que de très^perîtes 
ofcillations. dans tous les fens y le calcul des équations 
devient beaucoup plus fîmple. Car alors on peut fuppor 
fer de plus que Taxe Cpy qui a été pris arbitrairement ^ 
ne rafle qu'un très-petit angle n' avec Ce\ fie on aura 

V\ — yy=^ Yl! en négligeant les quantités infiniment 
petites du fécond ordre ;^ = i ; cof, P = i , cof. e=i y 
fin. P^= F ^ fin. ^ BIS e; donc on aura en négligeant Ibs 
termes où n', P^yâyié trouveroient enfemble ; 
^ « ( tf — ^) n ' H-/cof. ^ — fP fin. ^ 
U'==^a — h — y*coC^ Ç. n ' -Hjftf fiiH ^ 

- ^«/fia. e+/^ coi; e- .(a - *>» - 



Donc nommant « l'angle que l'îjsc Çji ijtgoûtt i;.| 
parcourt en s approchant de Ce , & faiiànt attention que 
V « a=s — <^ n '&</</ n '= —^ft/n , OIT aura 

d d u^ssi -^r d d y[ .fcoi. ^-^fddeCxh, Ç ; 
ddt =^-\-fdd2 cof. J^^(^q — i)dd(i 
Donc ea négligeant ce qu'on, doit n^ligec ( c'eû-à« 
4ifc les quantités d P*" >P d d P ,U. ddii &c. qui font 
«enfées nulles par rapport à dd Py.dd^y &c. lotfque 
P ) >t , ôcc. font fuppofés exccfQvemenc petites > comme- 
«n le fuppofe ici ) > les trois équations^ > MyN, deviea* 
idront les trois fuivantes ; 



y<7//rin. Ç cof. Ç -h y r v. , . . (^) 

fia. ç* H-yx' ""- - >Tj!^^V g/('^-" *) eof..^ 






fin. ç» H- i'^' ^ i_i£jXî:^, /^//cofi e H, 



BE FiCURE dUELCOXqUE. îj 

IL 

Si Pàxe C/r palfe , ovt exaÛemcnt , ou à-peu-près ^ par 
h centre de gravité de chacune des coupes K C H^txr 
fpendiculaires à cet axe > on:aura ( en prenant G' pour îes 
feules particules placées dans la coupe KC H)/Q'f 
fin. Ç ^ssza y(x,fQ' fcoï.^ 5=c^; fie parconféquem on Mira: 
pour chaque coupe K C U^fG'f {a — S-) fin. î «=x a> 
8c/<?'/(i^— ^)cof4=o* Donc auffi/(S/(a-^^) 
fin.$<=«^, fie /*<?/(«— i-^) cofv|s« a. En ce cas les^ 
équations précédentes fe fimplifieronc beaucoup. 

Il en feroit de même > fi une ligne menée par le point C^ 
perpendiculairement à Cp^ài parallèlement au plan Z€e Xj 
îotfquerseo^ palToit^ ou exaâemenCj ou à-peu*près j pac^ 
Ibs centres de gravité de toutes les coupes du folide aux^- 
quelles cette ligne feroit perpendiculaire ; car alors on. 
auroityTî' ( a — è ) = o ^fG ' fcoî.- ^ =s o ; fie par confé* 
qucnt/(;(a— *)/fimf =a, fic/ff/cof. 1/ fin. Ç =aw 

Enfin il en feroit de même encore^^ fi la perpendicu^ 
Baire à Cp^ menée dans le plan £' Ce y lorfque ^=(?> paf- 
fbiti ouexaâement^ où à-peu*près ^ par le centre degra^ 
vite de chacune des coupes du folide > auxquelles elle 
feroit perpendiculaire. Car alors ott auroit J^G/^coù- ^ 
(ix — i') = a, /'<?/'* fin.Çcof. S = o. 

Il efl à remarquer encore ^ que fi le plan paflant par Taxe 
£*/>, fie perpendiculaire au plaa^ C ^^? lorfque t= oy di vi- 
le ^ ou exaâement^ ou à*peu-près y le folide en deux por^* 
nons ^aies fie fcmblablcs s. on aam les deux équations 



1 ' 



18 J>V MOUVEMENT lyVN CORV% 

X I. 

Dans le cas àefGfCm. ^ {a-^ b)^=^Oy dejTGJ^ 
fin. 5 cof. I ==s o , & deJ^Gf {a — 6) coC l = o > on 
aura les équations 

*r' — y |' = o •• ; : {T) 

,J±--xZ-ddi/GffRn. ^-^dJtx/G{a^6Y2 



A regard des équations (F) , (G^) > ( -ff ) , elles ne re- 
^çôivent aucun changement. 

Le cas dont il s*agit ici y eft celui d'un folîde de ré- 
volution, ou à-peu^rès tel ^ animé par trois forces queU 

conques ^j y , ç. 

X I L 

Il peut être quelquefois plus commode de rapporter 
le mouvement du corps , non aux lignes fixes CD y CB, 
mais aux lignes mobiles C^^ C^ (Jzg. i6.)i en ce cas 
on prendra. les forlnules (j4) de TArt. IV, & après avoir 
trouvé' en conféqucnce les valeurs de î; & de tt,on 
mettra fimplement e au lieu de fin. e , à caufe que e eft 

très-petit j ^ au lieu de cof. e^ on mettra i — ^ •♦ 

On 



T>E: flGÛRÈ Qt/ElC0yQU£. «> 

On différentîera enfuîtc, pour avoir les valeurs de dd^, 
h^ddayài laiflant fubfifler lc9 quantités ddtyde^ ^dans 
Ja différentielle du fécond ordre qui en viendra ^ ^dn ^ffèt^^ 
cera les termes où la quantités fe rencontre ehcore, 
parce que ces termes font nuls ou cenféâ tels j ^ ^nt 
ici ( hyp ) une quantité infiniment petite. De pius> ft dans 
cette différentielle on met — 4^e & — ddt pour dt ta 
ddeytn prenant d e pour langle que pïtrcoun lalighè 
C ^ de ^ vers Z ( lequel angle eft égal à — r/ 1? ) ^ on aura 
précifément les formules qui ont^té trouvées daii^ v^ 
Recherches fur ia précejjion des Equinoxes , Éixu f 3 ; 
^iYoîr, / 

,^ d d u^ — / cof. X . d f — ^i^itL^^A 

:— 2 fd i dP coù X^f dd Pfm. X . Vi— ^> 
i^fdP^y cof. X V^f^ir^ -t-^' '^ ** {a — i) ^fd%\ 

"coi", x.v !—>'>'> • , - 

H-ifdtdP X fin. JT »^ i — ^ ^ -H ^ </</« (ir — ^) 
i^fddi cof. JT v^i — :^jK — / ^:^ P cof. JS: -t-/i P» 

Enfin — rf^*=— /dfy^-cof. X-+- 2//^ tf Pfm. X 

"H-/^ ^^p Cîi. x-h (^-^) dr-^ÀL=■^ -^fydp.* 

cof. X 

Opufcn Math. Tome L M 
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plus on mettra dans ces difFécentielles à la place' 
cof. Jf > fa valeur cof. ^ -H P s=s cof. $ . cof. P — 
lin. ^ . fin. P ; & à la place de (in. X^ fa valeur fîn* § *4-P =3 
iki. ? cof. P -+- fin, P cof. $• 

Enfin dans les équations Ly My N y on mettra au: 

lieu de V , i^ , :(. leurs valeurs trouvées dans PArt. I V ^ 

mais fimplifiées 3 ea fuppofant cof. ^ == i & fin. e = o-^ 

ce qui donnera 

1^ = ( tf — ^ ) jK — /cof-. t cof. P ^ 1 — j^ j<; H-/fm. i 

fin. Pv^i — >jk; 

-5^ x=/fiji* f cof. P-H/firt. P cof. $ ?. 

Et "jr = comme dans le cas général , ( a— ^) v^i— yjç 
H-Zj' cof. g cof. P — /^ fin.Ç fin. P.. 

Dans ce cas il faudra fuppofer que les puiffances*, y, ^ 
foient prallèle^ aux lignes C JE*' , Ce, C^ pour tcndtep 
ie calcul plus facile. 

XI IL 

Dans le cas où le corps ne fait. que de très-petîter 
bfcillations, fi l'axe Cp du corps étoitfuppofé 4àns une. 
fituation telle , que l'angle initial pC D {fig. 18. )' ne- 
fût pas- fort petit ; alors au lieu de^ , on pourroît mettrç 
cof. K, — n, ou cof. iC-+-)i fin K^ Alexprimant Pangle 
initial /C-D 5 & au lieu de v^i — y y y on mettroit de 
^êmc Irn. K — *î cof. K \ d où il eft aifé de voir les chan-i 
gemens qui en réfultetoient dans* les valeurs à^u^x^m^. 
9infi que dans cellçs: de ddu^ddz. dd:^. 



•••. 



Di tiGURÊ QUEtCON(^UÈ. rk 

X I v« 

• Lorfqoe le3 ofcillatiotis font fort fétices > il eft ai££. 
<de voir que ii on rapporte la puiflance ^perpendiculaire, 
au plan Z tx.> aux lignes Ct^^ Ce {figi^ i6. ) ,on aura, 
au lieu de ■«'/*', la quantité "* ti' — ■* e i' , &.au liea 
de *>',*»' -f- *^ e ju' j d'où' l'on voit que fi /u' & >' font 
Func & l'autre fort petites^ oa pourica.fiipppfer les qym- 
tttés * ft' &:* y' rapportées indiffére«n ment, la premières 
à C < ou C £) , là féconde à C Jî où C <, , parce que ^ étant 
fort petit ,<»',&* A» ' font nuls par rapport à ^ ■ & à » '. 
Il en fpra.de même des autres, pyiflançes y , <p^ à prot 



XV. 



J 



4 ^ 
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. De plus , lorfque les ofcillations du corps font fort 
j)etites, il eft encore aifé de voir que dde, dJPj^ f^^<il 
font jncompàr^biement plus grands que //<?* ,. d^\^^'- , 
«c que àedP ,4tdHiifd:t. Cçô.pc>îirquoi on^ppiirra 
eSiccr . ces 'dernières quantités dans les valeurs froavées 
ci-dcffus , Art. XII, pour </</aj^^t><^<^'r ,en fe ref-, 

fou venant que </n = ^ > que^ = cof. iC ■+■ «i 

fm.X;& q*iev^-i — J'^>< «= fin. X -- -» coC JC } ce qui 
donnera (en faifant JC très -petit) les même? équa- 
tions qu'on a trouvées dans l'Art. IX. ci-deirus,.ctt 
fuppofant que les puiffançe.s y , y., <p , puiffent être in- 
Siflféremmentrappoitécs aux lignes Çe^ Cxf o\iÇp,CB,, 

Mû 



yK DU MOUJ^EMENT J?^UN COiRfS 

Du refte il eâ toujours aîfé de voir par les Elémens: 
de Géométrie , les changemens qu il faut faire aux quanr 
tttés ^>S -* r ' ^ &c. j^oûr rapporter les puif&nces n^ , y, f ^ 
aux lignes de poTition variable Csy C\y c'efl:- su-dire > 
pour les changer éti d'autres qui foient parallèles ÏCE\ 

t ^ 

Pour trouver la tcA des forces <^>y> ^,lorfquc' 1er 
èorps eft fuppofé tourner autour d'un axe fixe^ fait que 
cet axe fe meuve d'ailleurs ou non^ d'un mouvement 
parallèle à lui-même ; on fuppofera que Cp foit cet axe > 
£c fe confonde avec Ce ; ce qui eft permis ^ puifquc 
Cp a été pris arbitrairement au*dedan& du corps^ & que 
la pofition du plan Exe Ze^i eft aufCl arbitraire s & loit^ 

aura^ = i > ^i — JKJ^ = ^^ ^ = o, fin. ^ ==o, 
Gof. ^ = 1 î donc 9r t=iJ*coÙ 5 -+• 1^ x=zfco£^ l cof. Fi 
^fÇin.l fin.P; 

tf is= ^ — ^ ^ , & par conféquent du & ddu^scz o ; 

i^ =/ fin. e 4- i> ==/fin. ? cof. Ph-/ fin. P Cdf* f > 
' D*ôù Ton tirera facilement les valeurs Atd d'^àidd^n^ 
en ne fàifknt varier que F ; & pa( conféquent la loi da 
mouvement du corpç^en mettant ces valeurs dans le^ 
fîx premières équations du 5- V 1 1 1. De plus , fi on fup- 
pofe que Paxe C/ n'ait aucun mouvement de tranfport^ 
on aara d g = o j ds=^ôy dx^ o. Ôeû pourquoi on 
aura d'abord en général. 



':¥dd. ^\ll[l^ x/fGCm, $-h*=o ...(«) 
.— — î fG H- 7 s= <y. . ; . . . . ( C ) 

;4.1£X:li!_fin.Px//fin.$,(; + y ?'.•••» W 

j» ► # ' P a* d d X f,^ f -. j> 9* 

fin. P/yff cof. I — ^^i(cof.P) ^^F^fffO^ 
'^.l*L.jj(Çm,F) cof. Px /<?//-*-*>"« -^ 

■ ^* a^* X cof. p//<? cof. e-t- \^j,. 

xfuuF/fG fin. Ç -*• *C • • • r «^ î «^ • «^ • «^ - O l 
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J4 Dïf MOUVEMENT D'UN CORPS 

Suppofons maintenant que le point C foit fixement 

attaché^ flcque parconféquent</;r=so^^^s=o^i/^=o«; 

Suppofons de plus que le corps tourne autour de Ton axe ; 

& qpe ies puiffances "^ fyy9> foient s= o ; ou aura les 

laquât ions fuivantes 

d d cof. PffG cof. l — dd fin. PffG fin. l^o 
Jdcoî.PjfGCm. l -\-d dCm. P x/fG coÇ. ^^a 
dd co£. PffG cof. ^ {a ^6) ^ Jdfiti.PffGûn.^ 

( a — ^ ) = o 
ddcoùPffGfm.^{a^l)-i-dd{iTuPffGi:oÇ.^ 

ddoof. P fin. P-^ddC\n.P cof, P^o. 
La dernière de ces équations donne ddP^p; d^o^ 
al s'enfuit que le mouvement de rotation eft uniforme. 
. Les autres équations ne . renfermant que la variable 
P, chacun de leurs termes en particulier doit être =<i» 
^infi ces équations donnent î 

i^'.ffG cof. ^=0, ffG fin. 1^0 ; d où il s'enfuît 
que Ts^xe de rot^t]ion pafle par le ^centre de \gravit^ <ki 

pprps; , . 

^"".ffà fin, ^(^ — .^) ^oJfGçùf. i{ii^h)=o. 

Ainfi^.qùand même Taxe de rotation pafleroît par le 

<îcntre de gravité du corps ^ fi ces deux df rntçrc? iéqua- 

tions n'ont pas lieu ^ il eft impofiible que Taxe de rotation 

-fbitun'e ligne fixe & invariable > Comme on le.fuppofe* 

On ne doit donc point fuppofer qu un corps quelconque 

jtournç jipiformément autour d*un axe ^tt<?/c:(?/2^ttf. 






'I>E TIGVKE qUELCOKqU£. 5>j 

X V I L 

Pour trouver en général Taie autour duquel le corps: 
tourne à chaque inftant, foit que cet axe change de po- 
fition ou non , on fera dn( '^dq = Oyd S'\^ du^=o ^ 
<^*-4-rf^==soî & en fubftituam les valeurs de cette 
quantité , on trouvera dans chaque tranche perpendicu- 
Jaire à Cpj le point qur fera en repos ; ce point fe dé-' 
terminera par les valeurs de/*fin. ATôc de /^cof. JT, que 
donnera la réfolutiôn dès équations; Mais on peut en 
venir plus fimplement à bout de la manière fuivante; 

On confidérera d'abord que toute la difficulté fe ré-- 
^dult à trouver les peints immobiles > dans la fuppofition 
que le point C ( pris à volonté dans le corps) n'ait aucun 
mouvement '^ c^cft-à-drrc, que Ton arty= o y j = a, 
jr=o,&par conféquentauffi^gr = o^^j = o> dx^=iQ^ 
Car> quand il y a dans un corps une fuite de points înw 
mobiles , ces points ne peuvent être qu'en ligne droite ^ 
comme il eft aîfé de le prouver (*}; cette ligne droite 
fera donc Taxe de rotation du corps. Or cela pofé, fi le 
'mouvement du centre C, qui paflfe toujours par Taxe 
de rotation , puifqu^bn le fuppofe immobile > eft per*- 
pendiculaire à cet axe ; rien n'eft plus facile que de trou«^ 
yer dans chactmr des plans perpendiculaires à Taxe de" 



C) En ^^^ » prenons deux de ces points, & joignons-les par une Ugne* 
'diroite , fl efi rifible que le corps tournera autour de cette lighe i doiio^ 
|fer iiBttCi {oinu de cette li^Ke feottt inungbUes». 
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rotation , les points dont le mouvennent cft égal & con^ 
traire à celui du centre C; & ces points feront placés 
dans une ligne parallèle à Taxe de rotation qui pafTe pac 
Cy laquelle parallèle deviendra Taxe de rotation réel du 
corps. Dans toute autre hypothèfe ^ aucun des points du 
corps ne fera immobile^ & il n'y aura point d'axe de 
rotatioai 

Tout fe réduit donc à chercher ks points dans Ict^ 
quels d n^ -=0^ d u=^o , dx,=^o* 

Soit^ = cof. n , v^ I — y y = fin. H ; on aura par 
les équations trouvées ci-deffus 

'Tf = (tf — b) fin. n -^fcoL Xcof. n ; 

u^^lin-^A) cof. n —/cof. JCfin. H] cof.^H-/ 
fin.tffin. JTi 

:(^ s==/jlîn. X cof. e — (a — ^)fin. ^ co£ n H-/cof. X 
fin. e fin. 17. 

D*où l'on tire les trois équations 
/fin, X= :(; coC ^ -H « fin. e 

/cof. Xy="^ cof. n — fin. n X ( tt cof. £ — z fin.-r) 

zz — ^ =i 'TT fin. n -HcoC n ( Il cof ^ — ifin. ^ ) 

La première fe trouve en multipliant par cof. £ la va« 
leur de ;^9 & par fin. ^^ la valeur de « ^ & en ajoutant en- 
iemble les deux équations. 

. La féconde y en multipliant par cof., XI la valeur de ^^ 
par — fin . n cof. e la valeur de /^ , & par 4- fin. n fin. c 
là valeur de ;^ ^ & en ajoutant les trois équations. 

La trolfiéme enfin fe trouve en multipliant par .fin« ïl 

la valeur de nt^ par co£4 coC n ccUe de /^ , & par -^ fin. r 

cofi n 
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^of. n celle de (9 & en ajoutant les trois équations^ 

Si on diâférentie la troifiéme équation en regardant 

a — h comme confiante » & en fuppofant d vrssszo ^ 

^JïlcoL n — ^n fin. n (1^ coC t'^x.^m. e) -H cof% H 

Différentions de même la première 6t la féconde eli 

prenant JP pour la différentielle de X, de en mettant 

dans les différentielles 5 au lieu de J" cof, X fa valeur 

ic cof. n — fin. n(u cof. < — ;|^ fin. tf ) , & au lieu de/lin. X 

fa valeur x. <^of. ^ + ^ fin. ^ ; nous aurons deux autres 

équations différentielles^ dont la féconde étant comparée 

% Il j 1 i P cof. n 
a celle que nous venons de trouver ^ donnera — ^ * 



( î,.cof. C'+'U fin. e ) c= « cof. â^^— ^ fin. e, équation en 
^ècenu y qui montre que la projeftion de tous les points 
immo1)iles^ faite fur le plan Z C^x,y ^^ ^^^ ï%^t droite; 
8c fi dans réquation différentielle qu'on vient de trouver, 
on fnbftitue* à la place de u fa valeur en ^ ^ ou à la place 
de X, ^^ valeur en u ^ tirée de Péquation différentielle pré« 
cédente ncdïl cof. n ôcc on aura une autre équation en 
or fie en :^ > ou en «tt Ôc en àf qui montrera que la projec« 
tion de tous les points immobiles , faite fur chacun des 
plans £' CD > E' CB , cft auffi une ligne droite pafifant 
par C; d oùil s'enfuit que tous les points immobiles font 
dans une même ligne droite paffant par C y ai qui fera 
par conféquent Taxe de rotation. Ce qui s^accorde avec 

ce qui a été remarqué plus iiaut. On trouvera la pofi*» 
Opufc. Math. Tome I. N 



fS DU MOUrZMEyT DVlf COKTS 

tion de cet axe par le moyen de fcs projeâions Air dewf 
^quelconques des trois plans Z CfiTi^E' C P y £' CB^ 

Four rendre le calcul plus (imple^fuppafons dans les 
équations en ^^^ & en w , en :j^ ôc en « , l'angle e=^Oy au*^ 
quel cas on aura cof. €^=^i > lin. ^ 3=7 o ; dans cette hypo-» 
ihefe les projeâîons de Taxe de rotation feront rapport 
tées aux plans Z C%^y E' C tyE'Cz {fign 1 6. ) dont les. 
deux derniers font de po(ition variable & donnée à 

chaque înftant ; on aura pour lors ^ — ^ = //^ ôc 

^ du cof. n — tt iïi fin. n — i^d^coù n = a. Donc 

^c^Pcof. n ^udn . . . • (P'y 

^ dïl cof. n = :(. dP cof. n .fin,, n^^^^d e cof. FI^ 
ouir^n — t^^fi^^n — :(^dc = a. (Ç'); 

5r</ncof.rX— -^^niîn^n ÎLJL_L — o,.(ii'). 

XVII L 

On pourroît aufll trouver Taxe de rotation d*unc au* 
tre manière 9 à-peu-près comme nous avons trouvé art. 72 
de la PréceJ/io/i des Equinoxts y l'axe de rotation de U 
Terre; pour cela on différentiera les valeurs de ^ar^ tf; 
;^,ài on fera dans les différentielles cof. e == 1 > âc 
fin. e = o ; ce qui donnera 
dir^-^fd n cof. X fin. TL^f d P fm. X cof- IX 

•5+-(tf — h) X dn cof. n 

du — ^fdn cof. n cof. JT— (a— ^) ^nfim n 

^fd^QsuX^fdPM. nfm, JT 
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"dx^-^ — dc (a — ^) cof. n + Z^^cof. X . fin. H 
^^fdP coi.X. 

Or faifam chacune de ces qmmkés =^ ^ on aura 
trois équations, dont la tfoifiéme fera une fuite nécef* 
faire des deux premières, ainfi que Téquatîon (R^) eft 
une fuite néceffaire des deux équatîovis (P')>(Q'). 
Déplus lesvaleursde i/'Tf ,^a> J^, fuppoféesssao, dorw 
nerontles mêmes équations que {P' ) 9 {Q') y (R^) i 
comme il eft aifé de s'en affurer , en mettant dans ces 
dernières y au lieu de tt fa valeur { ^ — ^) fin. n -H 
JTcoC X cof. ri y au lieu àeu fa valeur (« ~ ^) cof. rt 
^-/*cof. X. fin. n , & au lieu de :(, fa valeur /"fin. X 

Les valeurs de ^ ^, du, d^^, fuppofées égales à zet?o i 
donneront 

jf cof. X = . ^ cof. n fin, Xy & par conféquent 

— ^ — -— ou tang. X = — r-— -î oc — — ^ ==* 

cof. X ^ d tf cof. n / 

fin. n cof. X d P fin. X • A ^ 1 

— ; OU , ce qui eft encore plus 



cof. n àw 
«ommode/'fin,Jr= j^ -;&/'cof. X 

^ ^ -i — ^ ; ce qui donnetïi les points immo* 

d P ^ I -H- -j^ fin. n^ 

Î5iles fur chaque plan perpendiculaire à f axe C/ , 6c 
éloigné de C de Ta quantité to — S. 



N ij 
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Si on fuppofôit que le point C fût fixement attaché^ 
il eft évident que le Problême qui confifte à trouver le 
mouvement du corps >fe réfoudroit de la même mar 
BÎere , ôc par les mêmes méthodes*. Il faut feulement 
£e fouvenir qu'en ce cas les. trois premières équations 
du f ^ V 1 1 1. n'auroient pas lieu ici > non plus que les 
équations ( JF) ,((?),( if ) , qui en font dérivées. De plus , 
fi le point C n'étoit pas le centre de gravité du corps > 
les équationsyC^ u^=o y/*G 9r= o , nb'auroient pas lieu 
pour lorsj 6c par conféquent les équations (X)> {M),^ 
iN)} fetoient un peu plus compofées^ 

X X. 

Si lé point Cy qu on fùppofe n^être plus Te centre dc^ 
gravité, n^étoit, ni abfolumentfixe, ni abfolument libre f 
mais que ce fût Textrémité d'un corps pointu y commç 
d'un cône y qui pût fe promener librement fur le plan 
ZcTiy ^^"^ quitter ce plan ,. tandis que les autres parties 
du corps feroient mues en pirouettant autour de ce poin© 
Cy alors il faudroit faire quelques changemens aux for- 
mules dui[. VIIL 

En premier lieu y le mouvement du- centre C parallè- 
kmcnt \CE' fera = a dans, Thypothèfe préfente ; c*eft, 
pourquoi on aura çv=^o y & . il faudra effacer dans les 
formules du §. VIIL tous les termes où ^ & fes diffé« 
jcences fe rencontrent* 



En fécond lieu , comme le point Ceft fuppofé appuyé 
fur le plan Z e;^yi[ n'eft pas néceiïaire que la fomme des. 



p i^ G.ii q^p-6*'G.d Itt pi^ G. ddv 



orces — ^ ' — j^ ou , ^ 

X CLd i* z a d t^ 

folt égale à la force ^ ; il fuffit que la réfultante de ces 
forces 9 laquelle fera nécefTâïrement perpendiculafre au 
plan Z ex,^ pafle par le point C; c'eft pourquoi , au lieu& 
des fix équations du ^* V 1 1 1. on en aura cinq feuleme'nt, 
en fupprîmant la première » & laiflant fubfifter les autres 
telles qu elles font; & il ne doit pas être furprenant que 
le&fîx équations fe réduifent à cinq^ puîfque ^ étant =sp 
(Ayp.) il n'y a pU^ que cinq indéterminées. 

Si les forces qui agiffent fur le corps pirouettant, (e 
réduifent à fa pefanteur, on aura ^p = Mp , en appel- 
ïant Mh maffe du corps ; & lia direâîon de cette force 
palTera conftamment par le centre de gravité du corps. 
Donc fi on nomme / la difiance du centre de gravité* 
au point C fur lequel le corps pirouette , on aura 
r' c= Ay fin. $o +r^ &/*'== I\y cof. po +r ^ ; le fîgne — 
éitant pour les formiries ( -4") de F Art. ï V. & le figne -+• 
pour les formules (5); ou, ce qui revient au même, 
f' :=z/\y cof. ây & iA*=i±z.£\y fin. e\ donc fubflituant 
ces valeurs, & effaiçant dans les équations du ^.. VI- IL 
les quantités ^ , y & cp , après avoir fupprimé en entiec 
la première équation (fuivantce. qui vient d'être remar- 
qué) on aura cinq équations plus fimples> qui ferviront 
à trouver le mouvement cherché. 

Si*s=o,.ccfl-à-dirC;fi le corps eu fuppofé fans. 
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pefanteur i les équations feront encore plc>s (impies ; caç 
alors on aura 

dx^dx^=^B di 
Mdt'\- ^^[^^ == ^ d ^ f G. ^ ^ fG l 



pi' 
^'Kdu — udnc) 



P fl 

Pi/H- "' g/ =^àxfG.nc^fG (^r d^. 

Telles font les équations par lefquelles on peut déter- 
miner le mouvement d'un corps qui pirouette fur une 
de fes extrémités. Elles fe déduifent, comme Ton voit , 
fort aîfément de nos principes & de nos équations gé- 
nérales. Mais pour ne point trop groflîr cet Ouvrage ; 
nous n'en dirons pas davantage là-defTus , nous conten- 
tant d'avoir réduit le Problême à une fimple quefUon 

d'analyfe. 

XXI. 

Ceux quî voudront voir une application importante 
& utile des principes expofés dans ce Mémoire y pour- 
ront avoir recours, comme je l'ai déjà dit, à mes j?^- 
cherches fur la précejjion des Equinoxes , publiées en 
174p. Il eft inconteftable que j'ai donné le premier dans 
cet Ouvrage la méthodç pour trouver le mouvement 



DE FIGURE QUELCONQUE. lor 

'^un corps animé par des forces quelconques. Un favant 
.Géomètre a depuis- mis au jour en 17J2 , dans les Mé- 
.moires de l'Académie des Sciences de Prufle pour ^ 
Tannée i7jo,Ia folution de* ce même Problème , qu'il 
patoît regarder comme entièrement nouvelle , quoiqu'il 
avoue enfuite dans le même Volume > pag. 4^12 y que 
j'ai réfolu le premier le Problême de la préce(fion desT- 
Equinoxes > qui a un rapport immédiat ôc efTentiel avec 
celui-ci. Ain fi le titte de Découverte et un nouveau prin^ 
cipe de Méchanique , que ce grand Géomètre a donné à 
fon Mémoire '( d^ailleurs plein de recherches favantes fie 
profondes ); ne doit pas fe prendre à la rigueur. 

Tia du fccottd Mémoirt* 
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i^ ^X * X * X * X.A) 
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Hecherchesfur les ofcillaxions d'un corps quelconque 

qui flotte fur un fiuiie. 

X-/ ANS mon EJfai d'une nouvelle théorie de la réjijlanct 
éies fluides ^ publié au commencemeot de 17J2, j'ai 
donné une méthode générale pour déterminer les ofcU* 
lations d'un corps quelconque qui flotte fur un fluide ; 
1^. foit que ces ofcillations foient (implemenc reâilignes^ 
ou Amplement curvilignes , ou reftilignes en un fens ^ 
& curvilignes en un autre; a®, foit qu'elles fe fafTent 
dans un même plan > ou dans des plans qui varient à 
chaque inftant}3^. foit que le corps qui ofcille^ foit 
divifé ou non en deux parties égaies fie femblables par 
un plan vertical^ paiTant par le centre de gravité du 
corps ^ fie par celui de la partie fubmergée ; ^. foit enfin 
que le fluide foit fuppofé en repos ^ ou en mouvement. 
Mais comme cette recherche fiir les ofcillations d'un 
jcorps flottant n'avoit pas un rapport direû à l'objet prin- 
cipal de mon EJfai fur la ré/ifiance des fluides , je me 

contentai 
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^contentai de donner & d'expliquer la méthode pouc 
réfoudre le Problême généralement & dans tous les 
cas ; & je n'entrai d'ailleurs dans aucun détail» 

Depuis ce tems > le Tome XI des Mémoires de TAcà* 
démicde Petcrflbourg , imprimé en 17 jo , m'étant tombé 
entre les -mains ^ J'ai vu qu'un favant Géomètre avoit 
«enté de réfoudre le même Problême y mais feulement 
|)our le cas où le mouvement vertical du corps & fon 
«nouvement de rotation font fynchrones y où ces deux 
«nouvemens fe font dans le même plan ^ & où le fluide 
^ft confidéré comme en repos. 

L'Auteur paroît regarder comme extrêmement dif-* 
iicile la folution générale du Problême ; cette raifon me 
détermine à la donner ici avec plus d'étendue <^e ]p 
n'ai fait dans l'Ouvrage cité y à y joindre de nouvelles, 
remarcpies > des ^clairciflcmens qui peuvent n^tre pas 
inutiles; enfin ^ à la téfoudre d'une manière encore plusr 
générale 9 en y ajoutant de nouvelles difficultés. La feule 
foppofition que je ferai > c'eft que les ofcillations foient 
très-petites. Ce n'eil-pas qtre ma folution ^ ou plutôt ma 
méthode > ne puifTe s'appliquer à àiCS ofciihttions quel- 
conques ) mais les équations qui en proviendroient > fe- 
roient A compliquées^ qu'il feroit vraifemblablement 
impofTible d'en tirer aucune lumière^ ni d'arriver par 
ce moyen à un réfultat claie & précis. 

Je commencerai par les.ofcillatîons des figurer planes 

lîtuées verticalement y lorfque ces ofcillations fe font 

idans le. plan même de ces %ures7 je traiterai enfuite 
Oj^ufc. MatL Tomt /• Q 
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des ofcillations des corps compofés de deax parties- 
légales & fesiblables j lotfque ces ofcillations £b Sont 
dans le plan vertical qui paffe par leur centre de gra« 
vite ; enfin j'exaoïinerai les ofcillations d'un corps quel* 
conque de figure irrégulière > foit qu'elles fe falfent dant 
vgx mênifi plaa y ou qu'elles ne s'y fEilTent pas*. . 



jD^ifi oJclUadons des Figu^rts planai 



m » 



D eft d*abord vifible que tout ce que nous dirons de» 
igures plançs > s'appliqi^e de foi-même aux Cylindres 
^ l|ui autoient ces figures pour bafe^ âc dont Taxe ferbît 
parallèle à k furface du fluide.. 

Soit donc iBQjDQ {fig. ip. ) le corps ou le plan fitué; 
verticalement fur le fluide ,£0 D la partie plongée^ 
i f^ l'étendue de la furface du fluide, C le centre de 
gravité du corps, G celui de la partie enfoncée y CTuncr 
Ugne verticale >.& CTune perpendiculaire. à cette lignei- 
. Soient nommées enfuittf 
La pefanteur- .....••.-•.. ^ ••..•.,. jp 

Lecorps J?.Oi>Q Ai' 

La partie enfoncée i?OZ> au premier infiant . • • . M 

La denfité du corps .••;••. .;.••• A 

Celle^.du fluide* • • • • #•..••. • •: •. » • » • • J^ 

La furface- Ir^ du fluide . . . •. • k- 

L%. partie j^^delaligne JSi> b 



• 



• 
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La.diftance C-^du centre C à J?D . ^ . . .^ . , . . e 
Xa diâance AT . . «•••••••••.•••«•• J* 

La petke iigae GT ••••.•••.•...«..«. (^. 

JL'efpacc que le centre Cparçourt verticalement pendant 

• le tems t ,...••••• ^^ 

lu'efpace que parcourt durant le même tenis> en tour-; 
^nant de JD vers O, un point quelconque placé à la dif-* 
tance I du t^entre C ••. ^ ••• « • «^ ^ ^ «*••>>.• • x 
La fomme des produits de chaque particule du cotps , 
jiârle quarré de leur diftance au centre de gravité, A . G^ 
JEnfin le tems qu'un corps pefant metrroît à tomber d'une ^ 
llauteur quelconque , par exMnplede lia teutcur >^ ♦ »• ftV- 
On aura > comitte je Fai démontré, Arr, i ±6 de lOtVfagô. 
-cité^ les deux équations fuivâïites^ dans la feeon'deî def^- ^ 

^y(lf* — «»)*'.- bi X ai X x(bb — a a)* 

*(t' — a — b) 3 3 4(t^-»-«-— J) 



{£) ..... ,.Âdy=^ Y^ l.-'^~"ÀM'(i'-«-i) 

«r t' « ( i i — a. a) -v , , 

(*) Cette quahtité que j'appelle ici R,a été nommée ît. Art. \x\ ie 
^mon E]Jài fur la réfifiance hs fluides ; la quantité qu'on nomme ici Af ' > a 
•été nommée Jlf ; & la quamîté 8 ' ^ ^^^ nommée f. / 
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Pour intégrée ces équations^ je fuppofe d'abord^ 

^-^-j— ^ 4<f-.-» -A^('-*-/)T 



3 $ 4(fc' — a_J) 



*>*W»i. 



-Tf^, — — — s=^; j'aurai les- deux éqyatîons. 

[C) ddx={M--fy--^cx)df^ 

(D) • .. . . dJy=zÇk — 6j<-H^jr)</^ 
Pour les intégrer > fuivant la méthode que j'ai donnée: 
ailleura^ je multiplie la féconde par un coëfEcient indé«- 
terminé r^& je les ajouta enfemble;ce qui donne* 
dd x^fddy^di' [ i£H-it r-H^f ( — / — « 0« 
^ Hr « ( -TT r — o: ) ; je fais cxiforte: que y C — f "— û ^ )f 
Hh ^ ( ^ r — (t) foit un multiple de vy^ x ; ce qjii donne 

1 «S ... 0- ^ TT f ; équation d où Ion tirera:. 



deux valeurs de f^ que j'appelle r&y'; favoîr 
l X*. 1 •-*.•*• • • y =^= — ^ ^ 

(/•) ..... . r s*= j-jp- 

Faifànt à préfent « •+• »>"= « > * -*- » '^= »> oï* *ura 
(61) ddu =C-^H-^r-H(*r — <r) k]</A 

. fJÏ). . . . </</*' = Ci/-4-^»' H- (*>'—<)»]<//* ». 
dfott l'on, tue par les méthodes connues , 



I>ES €0 RBS no TTudATS: ro^^ 

(X\. •. . . tf'sss — ( i — coH rVcr — ir/);. 

êc les deux équations x-^ f j^^^ss u , *4^*'j^ = «t% 
donneront 

(i).;..;v=. •-«' 



r — r' 

> 



r r 

aînfi le Problême eft refolu • 

C O R O L L. A. I R E L. 

Sùppofons d'abord que les deux valeurs de f forent finies ; 
céelles & inégales ; il faut en- ce cas ^ pour que la folutiotv 
précédente foit bonne , que c — 'jcr&cc — ncV foient tou- 
tes deux des quantités pofitives 9 ou au moins jie foient 
pas négatives. Sans* cela ^c — ^ T, ou ^er — tt r ' , ou 



Pune' ôc Tautre quantité feroient^ imaginaires ; alors le» 

quantités cof /^^cr — ^r r, & cof. /v^o- — ^T^feroient^,- 
&ivant Texpreflion connue des coiinus^ 

c + c - 



tVir$'—f ty* f' — r ■ 

& g ±f .. 
■ ' f 

quantités qui^ne renferment point d'imaginaires > ou dont 
l'une au moins n'en renferme pas , & qui croiflênt en 
même-tema qiier/^; d'où Ton voit que dans ce cas les< 
ofcillations du corps ne feroient pas infiniment petites ^^ 
éc qui eft'^ontre Thypothèie^ 
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Ainfi , lorfque y' & y font toutes deux finies , réelles 8c 
inégales , il faut que tr— cr r > o & a — ^r i^^ > o , pour que 
les ofcillatioDS du corps foiept inâni ment petites ;xnet« 
tant donc à la place de y & de f ^ leurs valeurs tirées des 
^^quations ( J? ) & ( 2^) , on aura pour le cas dont il s'agit , 



^— 4'7r/';par conféquent il faut, i*',qtte'0^>-'^v/; 
7.^. que o-H-Ô foit pofitif; j^ que (ô — <tY foit plus, 
grand que i: '^ f y puifqu'on fuppofe ici que les racines 
ne font point imaginaires. Donc fuppofant û,.tf,«'des 
quantités pofitives quelconques , il faut que a -H fl = lij 

C O R G L i A I H E IL 

Lorfqu'un corps efl: en équilibre fur un fluide , 8c 
iqu*on le déplace un peu de cet état , on peut voir par 
les calculs précédens^fi l'état d'équilibre étoïtjerme^ 
comme l'appelle M. Daniel BernouUi, c'eft-à-dire, file 
<corps reviendra dç lui-même à cet état. Car il n'y a 
qu'à examiner fi les ofcillations du corps doivent être 
très-petites , ou fi elles ne le feront pas. Dans le pre- 
mier cas le corps reviendra , ou tendra .à revenir à fon 
premier état ; dans le fécond il culbutera. V. l'Ouvrage 
cité; Art. i2^p£>clcTraite^e Dy/i. Art. x^y.fccpndeEdit; 

Corollaire II L 

Suppofons à préfcnt que les valeurs de v^v' foient 






DES CORJ'S FLOTTANS. m 
^naginaires , en forte que » = ^ 4- 5 V— i , & 
>' =»^ — 5 V- — i ; fubftituant ces valeurs, & laifant 

M-^kA . . • • =i/ 

^^. ;. . . , . . «e 

9 — te A . ...... . . .............. ^. a=^ 

-"'^B . . » .....*.., =y 

r d—^ ntA — «jr fii^ — i , ou, ce qui revient au même, 
on aura d'abord ^ 

cr cof. r ( « -h G v^— i ) =- par les formules connues 
cof.ar. cof.^G^/'— 1 — fm.ecr.fin./Gv'— i j de plus, 

coC * C»^-~ I =- ±i , &fin. ^^^_ j^ 



" TïT^T ' ^*^"''^ multipliant par ^ -*. y V— j ^ 

te haut &lc bas de la valeur de «, on aura 



« = CJ^^-I- « y 4- (« (p — y ^) •— . 1 ]x C.i — cof. « /r 

fê pM(p(p-+.y,y;& oo snira de mêicnr 

»' = [J^^ (p H-e y-H(J^y — e ç) • - i Jx C r~cof. ctr 



«*»»■— ^i*i—i*«— h» 1 «fc 



(*) Les quantités ^firC fe trouveront par la métliodr ctiie j'a doncéiL 
ians 1 Cl Uémoire& dcBerlift. I74^«. 
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( ^-^ — ,) - fi- « ' C .vi. ) 3 

divifé j)ar Ç <p H- y 7 ; donc 

^^-— j_y— fin. */Q -^ Ji 



^fin.*.f^^î ^ \ 

« 

Il ell vifîble que dans ce cas les valeurs de^ âc de ;p 

jie font plus très-petites , puîfque r croît à mefurc que 
^ croît; ainfi^ i^ la folution n'efl pas J)onne idans le cail 
où les deux valeurs de y fout imaginaires ; a^. dans ce 
xnême cas , l'état d'équilibre d'où le corps a été dérangé ^ 
n'étoit pas un état d'équiHt>re ferme ^ & le corps doit 
culbuter. 

C O A O L î. A 1 R E Y. 

5i ^ s=s o > la valeur de 1 devient infinie , & celle de 



#'=- 



— ♦ Pour trôuyei: ce ^ui doit arriver dans 
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èe cas-là y.iuppofônsTriniînimcht petite > nous aufons 



» ^Ç* 1, A îr — 9 









/gsa — ?— -idonc 

• _j^ _^_^!_ ( I — cof. f v^9 ) , en négligeant ïa qùari- 

Jtité J!f qui eïl nulle pat rapport à la quantité iûnhïe kH 

M-^ Lf 

^' j— LZli — ( 1 — cof. / V<t)3 doncy, oTt 



u 



f 






^' 



s— -..^; ( I — ^ coi.r 



« é 



: , . / 1 " cof. t^ <r)i parce guie quand V s= o , on 

a aufli / = <?• Ces deux valeurs de >^ & de * peuvent 
au relie fe trouver direaement , en effaçant dans les 
épations ( C) & (i>).leî'tet.mesfjK& **,&€« -intér 
erant féparément à l'ordinaire chacune de ces équations, 
qui ne contrent plus alors qu'une feule inconnues? oti>'; 
Dans ce cas les ofciilations feront fort petites , & l'état 
id'équilibrelera ferme , fi «r & î font toutes deux ppfitivcs.' 

C O R O L L À I R E y I. 

5iles deux valeurs de r & de l'.font égal^,alotç 



tii4 sirRLTsvjrcTLLjtTraîrs' 

f .^ ^' tss: ^, êcu^ a' ydc les formobs àcxàL de j^nc^ 
font rien connoître ; pour trouver quelie doit être alors^ 
leur valeur , je fuppofe que les valeurs dé r différent d^une- 
quantité infiniment petite a^enforte que #'ste ^-4« r ^. 

^ ., . M-^ ky M-^ k.v ^ k u, 
&1 aurai — — r = -^ ^ — 



^f 



ti. — — ■ « t=a ■> H^** "■ ■ • 



t ^ et 



cof. # ^(T — «r H- -^i- - ikii^ r V^o- — TT r 



donc mettant pour / fa valeur et -+- r ^ & pour u- fa vas*» 
leur réfukànte des expreflions qu on^ vient de trouver ;, 

on aurav= ; —>^ — r fin./v<r^— 'grr 

? — irrr^^ — C i — coC r v a — * r ) 

( — M — <lO ^g fin-r l/g- — 9rT ^ k^tr-^ifM ^ 

s=:— j -f- -^^^^ J<- 

< 1 ^ cof. *V^cr— çr 0;&^=r ^"^^' ■■> 

Si >^ff — * f étoit imaginaire , il n'y autoit pas plus de- 
dilËcttlté i cac alors cof, t /cr —, 5 r feroit égal à la quan- 
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exponentielle toute réelle - 



« • : *— feroit 






V(^r — ;y 



iquantité qui eft audî toute réelle. 

Ainii dans le cas où les deux valeurs de p font égales ^^ 
les valeurs de ;r & de^ contiennent des arcs de cerck ^ 
4l de plias des coUnus ôc des finus^ fi or -— 's^ 1^ eft pofîtif || 
& des exponentielles ordinaires > fi €r •— ^ r eft négatif. 

Dùnc dans lun âc Vautre cas x les ofciUaticms ne pourr- 
iront être regardées comme infiniment petites ^ & Tétat 
4^équilibre ne iera pas ferme*. U en faut excepter le ca^ 
oiia^^nc f feroit pofitif ^ ôc dans lequel on auroîii dé plu» 
^ Tsszo y ou M-ir k^^=^o i car alors les termes qui ren- 
ferment Parc^ difparoîtroicnc , ôc les autres ne rcnfer-; 
jinecoteat que des cofixrus. d'angles.. 

* C o R o L L A I n E V 1 1. 

Nous Toki arriérés* au feui cas qVon ait cosifidéré 
jufqu'îci^ celui du fyncktoaifme des deux vibiationSjK 
^eerticalff flc rotatoirev 

Or il eft évident que ce fyncheoAifme aura lieu y ib 
Pune des valeurs àe^UyiL' y eft égaie à zéro ; car alors pour 
un xnênK^ t les^ dmix valeurs de y ÂLde x auront mêine 
sappoct..!!: Êtot dsonc t^M^ k t £3irs=: OyOVL M^k! f^ 

[)onCrpuifi|ae fou: a^ eit généi?al;-«* ^ .-^ fi r xa ^^^^ r 

Pij 



wi^^ V 9 ^ 'û s'enfuit qu'il y aura fynchronifme dans lesp 
deux vibrations , lorfque fera égal à une des racines; 



î 






de 1 équation -^p H — — V. — ~ — /= — 

' . . . ' 

R E M Â R il U R ^J. 

' On pourroît croire auffi qu'une des valeurs de u feroîé 
ac= o , lorfque <r — "tc f,ou <r —^ ^ y' feroit = o ; mais 
alors , comme il eft aifé de le voir par la feule infpec-r 
tîon des équations différentielles (<?) & (if), la valeur 
àc u ovL celle àt u' renfermeroit des arcs de cercle , à 
moins que J^ +^ y ne fût au/Ii = o^ ce qui reviendrait^ 
au cas précédent. 

Remaruue il 

J^ai donné dans ma Dynamique ( Art* 1 24 flc fuîw 
fecoade Edition X une méthode pour déterminer les gk 
où des vibrations de la nature de celle-ci feraient fyn- 
chrones; mais ce détaiLme meneroit trop loin, &: fans 
prétendre exclure les autres cas poflibles 9 je me con^ 
tenterai de dire que le fynchronifme des vibrations aura, 
encore lieu > fi 'JC = o , /»== a, & (r= 6 , comme il eft 
aifé de voir par l'intégration des équations ( C) & {D) 
qui eft alors très-facile; & on peut remarquer en paffanf 
que < =?= orend toujours f f=sz o^ puifque '7C=^ o.donne 
^ = a , & que b = a donne f = o. Au refte le cas de- 
^ s=; ^ ^ ^ sss <^^ & a: ss 6 ^ rcLvienc encore à celui de 
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" '^•^■'Hr ( "" '•+■') ^ — f/car cette dqua* 

Af 

tion aura lieu , — -— étant tout ce qu*on voudra , fî Toa 
a à la fois -afssrcr, (t=56,&/s=:o» 

COROLLAIir. E Vril. 

Donc en général les ofcîUations feront fynchroncs ^ fî 

— - — a la valeur déterminée par l'équation précède ntCr 

S'il y a encore d'autres cas poffibles de fynchronifme y 
on les déterminera par la méthode indiquée ci-deflfus«^ 

Corollaire IX. 

Suppo(bns unr corps pefant pîongé dans un flurde^ & 
en équilibre dans ce fluide , enforte que A^' foit fa partie 

enfoncée ; on aura — -—nr "~ r = o, & £ = <?• 

Suppofons à préfent que le centre C s'élève de la quan- 
pté my & qu'en mème*tems le corps (e meuve circulai*- 
rement de jD vers O de la quantité t ; la partie enfoncée 

i^ deviendra H' — » --^7- r— — -^^ — , 

&ron aura-^^-^^; i = _^-^^_-__^_ 

>— \ ,,, rTTr-= -^î ^ P*^ conféquent ^^ ou 

gaR if « < r ( g H- > ) > I • zak*êff^(hh aa) j 

ta. diftance C du centre de grayité de la partie enfoncées 



r 
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à U ligne verticale qui paflê |Ac le ccptre 4ft ^cavlt<^ ^ 
la mafTe totale> fera « (^ -i-y^ — . . * 



t hl< (i* — «—.*) 



I ( J fr a fl )» ^5 « ^' « n a 

^^ 4 N' (*'-« — *) 3 N' iN' J > ^""« 

ip==*— 6flf+- tn'î&Jf = — ut — ei/;doiic les deux 
^fcillatioAS du corps feront fynchioaes > s'il y a entre ci 
& B Le rapport indiqué par Téquation fuivaotc 

Si ^ & a foni: exa£lerBient pu à-peu- pcès égales,^ abrs 
^ = t> > f = <? ; 6c pour que Féquaxioa précédente ai( 
lieu , il faudra de plus que (t =3 9 ; donc on a pour lors 

i'équatîon ^^ ""/ X [ -^ — ^' ( ^ 4- /) 3 



; & parconléquent 



avoîr lieu ^ pour que les deux ofcillaûons foient fyni; 

m 

Corollaire X. 

Lorfque le corps fait des ofcillatlons fyndirones , telles 
.<ju*on vient de les déterminer >. on a wù que x çâ kj^ 
tpja rapport conftanf: donc menant rhorboHtalc CjP, ft 



C P y 

teft proid — — '=^ y ce point P reliera en repos ; car 

le mouvement de* rotation dePfuîvantPi/, fera égal 
au mouvement j^ du centre C Donc ce point P fera le 
centK fpontané de rotation du corps» 

C G R' L L A I R E X I.^ 

Le point H qui répond perpendiculairement au poînr 
P 9 a un mouvement vertical =j^ , & un mouvement cir- 
culaire ^=aÊX.CI£yS£ce mouvement circulaire en pro* 

duît deux autres ^ Tun vertical = — — — - = x . CJ^ 

^^X> ^ ^^ fcns contraire \y^ c^èft à-dire , à JÏP ; Tau- 
tre horifontal fui vaut HB ^ qui fera égal x .P H^ Ainfi 
ie point iCeft bien k la vérité en repos dans le fens ver- 
tical^ mais nullement dans le fens horifontal. On auroit 
donc tort de regarder ce pointif comme le vrai centre 
de rotation du corps > aind que M. Bouguer paroît l'avoir 
Sut dans ùl Àtanœuvre dès f^àijfeïiuxy p. 260. On peut 
donc regarder lafolution de ce favant' Géomètre comme 
incomplette & imparfaite ^ au moins à cet égard ^ puif- 
qu'on y fait abftraâion d'un mouvement horifontal très- 
téel de ce point JHL 

J'ajouterai à cette occafion que là folution de M. 
Bouguer eft limitée , en ce qu'il ne confîdere que le cas 
oà les deux ofciilations font fynchrones« Il eft vrai qu'il 
prétend qu'elles le doivent être^ mais par une raifon que 
ks Mathématiciens^ trouveront bien peu fatisfaifante» 
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-Si les deux mouvemens , â\t-'A , p. 2$ 9 » ti etoient pas exac* 
tement fimultanés ,ils nefe perpémeroient pas ; il faut 
qu'Us s'accordent pour nt fe pas détruire , SC la nécejfité 
de cet accord fait que Us plans deflottaifon fe coupent 
en quelque point H. Certainement perfonne ne verra 
pourquoi ces mouvemens fi indépendans l'un de l'au- 
tre , & fi difFérens en quantité & en direûion , doivent 
^tre fimultanés pour ne fe pas détruite.. Il ne peut y 
avoir ici d'autres caufcs de deftruâion du mouvement^ 
que la réfiftance & la ténacité du fluide , dont on fait 
abftraftion , & qui doit auffi empêcher les mouvemens 
fynchrones de fe perpétuer. Il eft d'autant plus fîngu- 
licr que M. Bouguer ait été dans cette erreur , que 
dès I7J2 , cinq ans auparavant, j'avois donné dans mon 
Zffaifur la réfijlance des fluides-, la méthode de déter- 
miner les deiix mouvemens , foit dans le cas du fyn- 
chronifmc , foit dans tout autre. 

Je ne fai pas au lefte ce que veut dire M. Bouguet 
quand il prétend , p. a^o , que dans ce Problême , & ert 
général dans les Problêmes de Méchanique , le calcul 
fondé fur quelque fuppofition fauffe , demeure prefque tou-^ 
jours défeâueuxtà U différence des Problèmes de Géo- 
métrie, où Ion sapperçoit du mécompte ^ en parvenant à 
■des valeurs Imaginaires. On a vu au contraire par tout 
ce qui précède , & on peut d'ailleurs s'affurer aifémcnt , 
que les fauffes fuppofitions feront toujours corrigées par 
le dernier réfultat du calcul. Si on fuppofe , par exem- 
ple , que le centœ monte au lieu qu'il defcend , la yaleuc 



3c y fera négative ; fi le cocpsi tourne dans un fcns con- 
traire à celui qu'on a fuppofé > là valeur de x fera né- 
gative: Il les ofcillations ne font^as înfiniméht petites , 
les valeurs de at ôc de ^ l'indiqueront de même ; ta ainii 
du relte. 

Co ROLLAIRE XIL - . 

« 

Pour trouveren général la longueur du pejndule Simple 

ifochrone au corps ofciilant, on nonamera CP^À\éc 

y 
«n aura ;ip =*s — — — ; donc réqiïation(Zf) deviendra 

LJ J ^ a i t* r «T. fe' r C a -4- i ) ' 

parcouru par le pendule ifoclirone de longueur A, on 
auroit àây^ *^g, — x ( K-^y ) ; & par conféquent 




WoKi il eft aifé de conclure que la longueur du pendule 
iimplc cherché fera—— - " -— >T(i5^7^' 

Et fi on n'a point d'é^rd au mouvement du fluide ^ 
c'eft-à-dire,fi k' eft infinie, cette longueur Fera 

z £,.M' h' ■ : 



Opufc. Math Tome L Q 
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J^t MARQUE Ot^ÉRALE. 

Je nVi pomt eu d'égard dans la folution des Problê« 
^es précédens à la force centrifuge des parties du corps 
ofcillant ; mais il eft facile de voir ^ que l'effet de ces 
forces doit être confidéré comme nul ^ puifquelavitelFe 
efl infiniment petite^ ôc que la force centrifuge efl comme 
le quarré de la viteffe. D'ailleurs il efl aifé de prou* 
ver que dans les ofcillations d une figure plane y ou d'ua 
folide compofé de deux parties égales y tel que nous 
v&nons de le fuppofer > la fomme des forces réfultantes 
des forces centrifuges efl nulle > & que la fomme <ies 
xnomens de ces forces l'efl aufli. Donc &c. 

f • I L 
^Des ojcilladons planes (Vùn corps irrégulier^ 

Nous fuppofons ici un corps irréguliet quelconque 5 
avec cette feule condition y qu'il foit divifé en deux par*^ 
ti&% égales & femblables par le plan vertical dans le« 
quel fe trouvent le centre de gravité de la maffe totale ^^ 
& le centre de gravité de la partie enfoncée ; conditions 
néceffaires^ pour que les ofcillations ^ tant reâilignes âc 
verticales, que curvilignes, fe fafTent dans ce même 
plan y ainfî qu'on le fuppofe ici. Or cela pôfé , le Pro* 
blême n'a aucune difHcuité de plus que le précédent. 

Soit donc CB O D {fig. ip, ) le plan vertical qui paATc 
par le centre de grayité C du corps , & par le centre de 
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^vîtéGde|a partie enfoncée, tctoitBYDZ (/%.20,) 
la feâion horifontale du fluide & du corps ; enforte que 
les parties B Z D, BYD foicnt égales & femblables.. 
Ayant mené par le point ji la ligne -Z l^pcrpendîculairo 
\B Dy on nommera ^ comme ci-deffus , 

La pefanreur « • « # • : # ; • • p 

Le cc^ps enfoncé •••••• M^ 

La partie enfoncée au premier infiant •*•«•••• N, 

La denOté du corps A 

Celle du fluide J^ 

La furface du fluide •••>«•••• . . . K' 
La portion de furfaceiî J*Z ... ^ ....... .^ B 

La portion D ZY • • • A^ 

La diftance AE an point -^ au centre de gravité 

£de la furface 5 Z Dr R'^ 

Le folide que formeroit la furface B Z Y^ tn 

tournant de la -quantité infiniment petite x 

autour de Z -^ JT xq.b^ 

Le folide formé dans la même hypothèfe par la 

partie Z 2) r •••...*..•••• • xp . a^ 
La diftance du centre de gravité du premier de 

ces folides à la ligne Z Y ..•*••• • r 

La diftance du centre de gravité du fécond à la 

même ligne • • ^ 

La fomme des produits des particules par le . 

quarré de. leur diftance à un axe horizontal 

paffant par C ^' 

Et le rcfte comme ci^effus i on aura 
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— j^, _ ^ _ g hiv* (<-*-/;]• 

K' « (î i» — p a* ^''^ T 

On intégrera ces équations^ comme on a fait ci-de* 
vant les jéquations ( /- )^ iM) i & on en tirera des con* 
durons. (eqibUbie^ î il ^Y ^^^^ ^ ^^^^ aucune, difficulté 
nouvelle. 

R E H A B nu R L 

Si on nomme A- la diftance du centre de gravité dd 
la partie ^,ï Z Y, &c l la diftance du centre de gra- 
vité de la partie B ï ZY^ on aura par les propriétés 
connues du centre de, gravité {A-i- B)R' =^ B .l—A.hi^ 
OÈ^qbi=^xB .l^x p a>=^x . A h\ & par conféquent 
qb^ = B..l\pa^—A.hyi^qb^^pa^ = (^A-\-B).R'^ 
Qn peut fubftituer ces valeurs dans les équations pré-* 
cédentes,(-y), {Ch). 

R E m: A R s^ U E l L 

Pour avoir la quantité r^on prendra la fomme des 
produits des ordonnées 2^ ^ de la partie B Z 2^ par la partie 
infiniment petite ft K de laUcifle « & par le quarré do 
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léf > & on divifera ce produit par q.b^\ovi fera de même 
pour avoir s dans la. patrie Z DY. 

Corollaire L 

Si la diftance A E tû Sort petite > c» pourra alors 
fuppofer R' = Qf6c effacer dans les^ équations {Ji)ji 
|0)> les ternies oùR' fe rencontre. 

Cor. ollaireIL 

Si de plus les parties BZYyZ DYy font à très-peu^ 
près égales & fenablables y on pourra, mettre B au lieu 
de A y r aa lieu de j; ^ & ^ ^ au lieu de p a^\ ce qui 
amplifiera encore les équations*. 

COROLLArRElIL 

Les deux cas précédens auront lieu à la fois^ (i le 
corps qui ofcillcj eft un folide de révolution dont Taxe 
foit prefque verticaL^ C'eft pourquoi ou aura dans ce cas 

(P) ddx=: X ^ ^ X C il^C 

s. I I L 

2)&f ofciUaùons (Pun corps foUde ^lutcon^ia dèr 

figure irrégullerei 

Quoique j'aie audi txmé cq fuiet dans L'Ouvrage déjà 
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€xtéy ôc que j aie donné tous les principes pour réfoudfô 
le Problême , je crois cependant .qu*on ne fera pas fâché 
d'en voir ici l'application ^ ôcla folution même rendue 
à certains égards plus générale ôc plus facile. Je fuppo* 
ferai d'abord que k fluide a; une furface infinie y îSc par 
çonféquent n'a aucun mouvôment avec le corps ; au refte 
après ce que nous, avons dit ci-deflus 5 il eil hcil^^Cf, 
l'on veut y d'avoir égard, à cette circonftance , qui rend 
le calcul plus compliqué y fans rendre le Problême plus 
difficile. J'aurai foin de plus.> ce qui n'a pas été exac- 
tement obfervé dans les figures de mon Ouvrage^ d'y 
placer les différens points d'une manière conforme au 
difcours. 

So\t Aonc B Z DY {Jig 21.) la commune feSîon du 
corps flottant^ & de la furface du fluide au premier inftant 
du mouvement y Alt point de cette furface BZ DYy fur 
lequel tombe la perpendiculaire ou verticale menée du 
centre de gravité du corps ^ BAD une ligne menée à 
volonté par .ce point A; je dis à volonté y ce qu'il faut 
bien remarquer , parce que nous ferons les maîtres dans 
la fuite de donner à cette ligne la polîtion que nous 
jugerons la plus propre à fimplifier le Problème ; foit 
enfin Zi/^J' perpendiculaire à cette ligne. 

Imaginons préfenteraent que du centre de gravité de 
la partie enfoncée »au premier inftant du mouvement , 
on tire une ligne verticale qui tombe au point G de la 
furface BZ DT; cette verticale doit être très-peu éloi- 
gnée . de la verticale qui paffe parlecentrp de gravité 
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corps y puifqv'on fuppofc que .le <:orps ae fait que de 
très-petites ofcillations^» Ainfi tirant les lignes C /, Ê J^ 
perpendicujlaires ^A.B^A Y y ces ligne» feront forr 
petites. 

Pour embraiTer la queftion de la manière la plus 
générale > & fous un point de vue. qui pourroit même^ 
être utile dans d'autres occafîons^ je pourrois fuppofer 
que le centre décrivît une courbe quelconque à. double 
courbure* Mais je prouverai rigoureufement dans la fuite^ 
ce qui eit d'ailleurs ailez clair par foi*inême> que le 
centre de gravité ne doit réellement avoir qu'un mou-* 
vement vertical ; je fuppoferai d'abord qu il ait en effet 
ce feul mouvement , ôc je ferai voir que ma fuppofîtion 
eft légitime. De plus les parties du corps tournent en 
mème-tems autour de ce centre ; & pour repréfenter 
leur mouvement de la manière la plus générale y voici 
de quelle manière je m'y prends* 

J'imagine d'abord un plan vertical BQDH {j£g. 21.) 
qui pafle par le centre de gravité Cdu corps ^ par la verti* 
cale CAy & par la ligne B A Di]e tire dans ce plan 
l'horizontale C'nyU dans le même plan à volonté \z ligne 
Cp qui fafle un très-petit angle avec C-tt ; & je fuppofe 
que ce plan tpuroe autour de la .verticale Q^^ tandis 
tjue la ligne Cp tourne elle-même autour du point C, 
fen reftant dans ce. même plao. Je . fuppofe enfin , que 
dunmt ce double mouvement^ un plan perpendiculaire 
à Cp fe meuve outre cela autour de Cp d'un mouve* 
«nçnt angulaire y par le moyen de. ce triple mouyemenc 
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oh repréfentcra , comme il eft évident , & de la maniéf^ 
la plus générale , tous les mou vemcns que peuvent avoîé 
autour du centre de gravité C l'es panies du corps flot-- 
tant* Voyez ie Mémoire précédent ^ ^. I & 1 1. 

Je fuppofe enfin y comme dans les Recherches fur Ut 
préceffion des Equinoxes^ afin de pouvoir adaptet à la 
queftion préfente les forniules de cet Ouvrage, que lé 
jootivement angulaire du plan £ CD Vautour de CA 
{fig. 2 2. ) fe faffe de D vers Y {fig. 20.) ; que le mouve- 
inent angulaire de la ligne Cp {fig. ^il. ) fe fafTe de p 
vers ^\ qu'enfin le mouvement anguliaire du plan per- 
çéndicubire a C/?, autour de cette ligne C^, fe faffe 
de manière que la partie B ZD{ fig^ ao: ) s'enfonce ^ & 
qye la partie B YD fe rcleve.^ 

Cela px)fé y foient 7,7^, les centres d« gravité des 
foUdes infiniment petits que forment les parties Z DY ^ 
Z BYj en tournant infiniment peu autour de ZY\RySj 
les centrcs'dé gravité des folides infiniment petits que 
forment les parties BY Dy BZDycn tournant autout 
àt B D\ enfin a le centre de gravité de Taire totale 
BZ DY'^ foient à préfent nommées les données ai les 
inconnues de la manière fuivante 1 

La-pefanteùr ••••..«•«.•••«••; ^ 

ta partie ^enfoncée au premier intlant ..•...*. A^ 

jLe corps entier •..••. M'* 

La denitté du corps Â 

Celle du fluide iT 

AD,, 



I 



VTS CO RTS FLOTTA J\rS. ^\a$ 
AT> ; ;. a 

Xadiftancd C^ (Jlg. 22.) dû centre de gravité ÏBD ....e 

ia diflancc de la lUifacc BZ D Y{fig. 2 1 .) au centre de 
gravké de la partie enfoncée N ^ . . ^ . : ^ J 

AI • :.■:. .... ; . . . C 

JQ. ...... . . . ^ 

X-*efpace que le centre C(j!g. 22*) parcourt verticale-* 
ment pendant le tems / ^ . . • ; . ^ ^ 

X efpace que par<:ourt circulairement dans le même 
tems & dans Je plan JBQDHmji point, quelconque à 
la diftance i du centre C ^ -. . ^ x 

JL'efpdce que parcourt circulairement autour de Taxe 
Cp un point quelconque à la diftance 1 de Taxe C/ 
<le rotation . ^ .......: .. ...:,... ^ \, P 

X'angle de rotation du plan BQD -ff autour de C^i.: • 4 

Les folidcs très-petits que forment ZB Yifig^ 2i.}Z DJt 
par leur rotation autour de Z T... x.^.i^ ÔLx.p.ai 

JjCsfolides tcès-petits que forment BZ Dj BYD en 
tournant autour de J5 D •^ . . . P .p' . AZJ icP,q[AY^ 

X-a fomme des produits des particules du corps par le 
quarré de leurs dîftances à Cp {fig^ 22. ), ou, ce qui 
revieiTt au même y à l'horizontale C tt .•..,.,., JC 

3La fomme des produits des mêmes particules par le 
quarré de leurs diftances à un plan paffant par C & 
perpendiculaire ^ÇpoxiCnc M",^ 

ta fonnme des produits des mêmes particules par le 

produit de leurs difhmces à deux plans , 1 -un horizon-» 

talpalTant par C<nr, l'autre vertical 6c perpendiculaire 
Ojiufc. Math. Tome L R 
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lî^o SURLESOSCÎLLATtOXS 

JLa fomme dés produits des mêmes particules par le pro- 
duit de leurs diftances à on plan horizontal paflânt par 

. C^r^ôc à un plan yertical paflant par la même ïigtitCic. % 

La fomme des. produits «des mêmes piaFtfcules. par le 
produit «de. leufô. diflances à un. plan veftical palTant 
par C'Tty & à un plan vertical perpendiculaire à Cnc. . d 

Enfin ia fomme des produits des particules par le quarré 

- de leurs diftances à un plan horizontal paiTant par 

C-r • ........% 

Toutes ces dénominations pofées^il cft aifé de voir 

dans la. iig. 2 1 • par la méthode employée Ôc détaillée dans 

IkEJfai fur la réjijlance des fluides ; 
. 1®* Que le centre de gravité de la partie enfoncée 

après le tems/» aura parcouru dans le fens de AlVtt^ 

fzcex(e-+-f) — uu4 ► 



P.l'A.p'.AZi P.fyA.AY* Y.BZPr.Al i 

Jî N N * 

il quoi il faut ajouter yil=^, pour marquer ce que là 
4iftanice ^/efl devenue à la fin du rems /. 

2**. On trouvera de même que le chemin du centre de 
graviré de la partie enfoncée , fuivant /C , eft P ( e- -¥-/) 

P.q' .AYi ,jR P.p'.AZi.SZ' x.uy'.q'.bt 



N N N 

Vy.f.a,* y.B z pr .h a. 



il faudrXéajouter à cette quantité la ligne /C = ^ , pour 
Vf oit lej^pceiEon de cette diftance à la âa du tems r. 



me s cojtrrrzQTTA jtx : i jt 

. Eafia la partie enfonce à ^ an du tepas t^ fera. 

Cel» fait j âc nous fecvant ki des formules du Mémoire 
IHOépédeiQit fur )es iQouvemd'iifi d'im corps de figure qudi«) 
^nquie >lon confidérëra que dans; Vbypothèfc préfence t 

lO. ^s=: au produit de la denfité <r du fluide par hK 
ipartiQ efifoncée ^ moins k poids du corps. . 

:2^ > aea a, & ^=»o»donc p^ir les formules <<?) & (^) 
fdu IVliém. pxici^. lejcemc^ n'a qu!un mouvement vcrtiâsl* 

3®. — ^ / = au produit -de gi^ ^par ce.^ue devient 
Càlafin du tems/. 

4^ — •*■ /t* ^ = au produit àtg^N par ce que devient 
'^ à la fin du tems t. 

De plus , comme on a nomm^ kî j^ ce '.qui a ^ nomm^ 
^ dans le Mémoire cité , ;c ce qui a été nommé v ^ < 
ce qui a été nommé ^ ^ & ^ ce qui a été nommé p ; on 

aura les équations M .A daj^= .;^ x ; 

% ^ a, v' d t* 
— ^ =o. 

g »'* 

AdJxx^t-héldP.Aa^AddtlK-^Z - Jï/"3 



A à d X . ®^AddP{K)^^Addi. 12 



Mettant dans ces équations à la place «ds — * r' ôC 
*— •*• i*' leurs valeurs déjà trouvées jcnx^jr yP & ea 
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tsi St/R LES JySClLLÂTIOyr 

confiantes > 6c mettant pour ddt dans la féconde 6c Im 
quatrième équation fa valeur en ddx & ddP' tirée de. 
la troifiéme y enfin faifant enforte que la féconde équa)« 
bon ne contienne que dd x,&l\z quatrième que ddB ^ 
ce qui fe fera en chafTant ddB de la féconde équation j âc 
ddxà^Xs^ quatrième ; on aura des» équations àt la forme 
l^i vante ;. 

ddy^ {A^Bx^^^Cy^iy.F^d^^^ 
ddx-h{j4'^B'x-hCy-hD\P)d^=r(, 

l'ddP.^{A'''^B"x^Cy^D\F)dfi:=^oir 

^ * ~ K— s — M" • 

j'ai donné daœ les Mémoires de TÂcadémie der 
Sciences de Pruflfe^ année 1748 y des méthodes pour inr 
tégrer les tsois pronieres équations. Donc le Problême 
eft réfolu« 

Si le corps qui ofcille eft à-peu*près fphérique> ayant 
'd'ailleurs une figure irréguliere quelconque > on. aura 

K 

p s= > S «= o > = a^ g = ; les équations précé-' 

dentés fe amplifieront beaucoup y & Ton aura e =r o ; âC 
'M' ^ddy^ ' ""1"^^ ^ ^ A ddx ( 2 M" -hK) 



H- — - — rr ^OyAddPJiH-'^ jr: =aw 

De plus il eft aifé de voir que dans ce cas on aura 
€iè = ay A ^=^ayAZ = ATiS Z/ =^yRia=^S; 
uy'=^y^%yuA=F'A\AZ'=Ayyq^p\q'=p'y 
& 51= j'; donc on aura* — (/.jir— J^^.fiZDX 



DES CORPS TLOTTAirS, ïjj 

J J & pat conféquent H' à.ddy^ 



N 



Dans ce cas on voit encore que f^ A ^=ijy R^&i 

^ï"== ^^oir-#^ 2>;,puifqu'il s^agic d'un folide à-pcu^ 
près fphérique j^ & que BTDZ eft par conféquent à- 
très-peu-près un cercle , dont /^eft le centre ; de plus on 

ft dans ce même cas Jf^=^ ; & par conféquenr 

i Af -4- iC 5= 2 JC ; ainfî on trouvera par l'intégration des 

équations précédentes , queP 6c ;r feront à-peu*près en- 

tr'elies y dans la raifon confiante de ^ à C ; d'où il eil aifé 

de conclure que les ofcillations du corps > pour tourner 

autour de Ion centre ^fe feront dans un plan vertical 

pafTant par la ligne u£ C qui ]pindroit les points A ^ <L 

dans la figure 21 • 

Si fans regarder le corps comme à-peu-près fphéii* 

que^ onfuppofe fa figure telle que Ton ait à la fois A=o^ 

K 

2ssajtâ==o^^=B ^ comme nous Tavons fup- 



ij4 SUH LES OSCILLATIOirs 

pofé pour firaplificr le calcul dans VEJpdJur la réfiJU 
des fiuicUs , on auta les mêmes équations qu'on a trou-, 
yées ci-deffus poux le cas de la figure à-peu-près fphé- 

ii<^M^\id' ù.ddy^ "'gf/'^ \à.idx{^M'^^) 
5uppofons préfentemcnt ^^ j^. ^ 1~— = ^ ? 



-^——^10 



P.p'.J^'A Z^ — P.q'.J'AYi xaNJ'lÇ 

^ 1 g iV / (cH-/) q'.yR.AF* laJ'.N 

--« > : tr A,, •"" rr >< 



A.A.fl'» iV A.A.fl'» 

1 a S^ N p'.S Z'.A Zi _ a^/ 

X r; =5; 



A.A.J'» JV ' A.À.Ô'» , 

F=i>;-r-K =-^i— K X 



(— ^^H- AT") fl'» A f— ^!^-t-M").A.fl'» 

— -j^— ~ j. ; enfin -—-^^ , . 

Y •" c=a ^p j ôc on aura les trois cqua* 



C 



M*') A-J'.» 



tions fuivantes ; 



TiES CORPS FLOTTANS* isf 

(C) ..... ^^^=(i«:--ej^-H**-*->;P) d^ 

(D') ddP={A'^B.P'^Cx'^D^)di'' 

J u donné dans plufieurs Ouvrages ( entr autres dans 
les Mémoires de l'Académie de Berlin de 1748 âc 17^0)^ 
la méthode pour int^rer ces fortes d'équations; ôc \s 
laifle au Leâeyr le détail de Imtégration de celles-ci.. 

. JPoWcrvcraî encore , que comme la ligne B AD a une 
pofition arbitraire par l'hypothèfe y je puis la fuppofer 
flacée de manière qu^elle paffe par le centre de gravité 
a de Taire B ZD Y y & qu'ainfi a b = a, & par confé- 
quent D ==o* On peut donc Amplifier toujours l'équa- 
tion (2> ' ) en elFaçant le terme •+- D jk> quelle que foit 
la figure du corps» 

Remarq^ue il 

De plus, fi la figure B Z I>Ye{t compofée de deux 
parties égales & femblables > & que la ligne -^ étirée par 
îexentre de gravité a^ partage , ou exadlement, ou à-peu- 
près, cette figure en ces deux parties, on aura uy^ =: o; 
y y ssso'^àc par conféquent C = o; par la même raifon 
X = oyàc^ =0; aînfi on aura 

{£') . • • . ddP:={A-hB •P)drf*, équation far 
cile à intégrer» 

(F) . . . . . dJy:=(X:'-'hy^^x)(ti^i 

<G^) ,'^.' . • ddx=r{M^fjf^(rx)d ^id^ixt. 



^3^ SUR LES OSCILLATIONS fxjti 

équations très-faciles à intégrer par iee médiodes Tap^ 
peilées ci-defTus* 

Si le folide eft divrifé > ou exaûemcnt y ou à-peuprès 
en deux parties égales & femblables par^n plan vertical 
pafTant par Taxe C^pr^ en .ce cas Pon a2=Bo^ 6c 0s=o; 

on aura donc les trois équations M'A ddy == —^^-^7 x 



«'* 



^ ^ù.ddx\M'^%)^ x-^.Vrf.. 



dd-F ( A.iC~. -j^—— j^) H. jj,^— «<,; 

Etf==— 5^ -^^ jJFT'^ i^onc confervant les .noms 

donnés ci-deffus , excepté qu*au lieu de -H M^ ort 



p. XX A 



jcnettra S + Âf ^^ > & au lieu de A.iSI ^ la quantité A JC*-^ 

, on aura les mêmes équations E'^ JF' j 



.<? ' qu'on a trouvées ci-deffus. 

Ce cas eft celui des ofcillations des Navires , xlont on 
peut par conféquent déterminer le tangage & le roulis 
par l'intégration des trois équations dont on vient de par-; 
icr. C eft fur quoi il neparoît pas néceffaire d entrer dans 
un plus grand détail ; mais on doit voir maintenant qu'il 
ne refte plus de difficulté dans la folution de tous les 
P;:obiêaics ;qu'on peut propofer Air cette matière. 

Fin d{i iroi/umc Mémoire. 

QUATRIÈME 
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OUATRIÉME MÉMOIRE 



Remarques fur les Loix du mouvement 

des fluides, 

OoiT ^ABFE{^. 23,) un vafe que notis confî- 
Gérerons d'abord comme plan^ ôc dans lequel foit ren-> 
fermé un fluide homogène ; foit C P =î^, P M'=^yr , 
P O =5 :C> ^ unefoîiÊlion indéterminée du tems^ écoulé 
depuis le commencement du mouvement ; Q la vitefle 
du fluide parallèlement à CF ; P fa vitefte parallèlement 
à P M\ j'ai démontré, Art. 148 de ifton tiffai fur t& 
ré/yiance des fluides , que Ç«=9^,P = 6jp>^ &/> étant 
des fonflions de :v & de z. Ces équations font fondées 
ibr cette confidération , que Je rapport de Ç à P ne doit 
point renfermer le tems ty lorfque t ^^^i ^^^ puifque 
ie fluide contigu aur parois E ^P coule le long de ces 

patois , on doit avoir alors — -^ ssss — ; — s= à une fono- 

tlon de ;c & de>^. Donc lorfque ^ =>^^ on a 
Opufc, Math. Tome L 
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Mi9 LOIX DU MOV rE MENT 

fenâion de x & de jj'^qttcl que foit r; ce qui ne fiw* 
ïoît être, à moins que Ton nVit Ç=ye^&JP=/7fli 
A la vérité cette équation n'aurôît pas lieu, s'il a y avoit 
point de vàfe , & (î le fluide étoit indéfini en toutjins^ 
Mais cette fuppofftion n'a point lieu dans la nature. 

Jai démontré outre cela dans POuvrage cité, que fî 
on fuppofc ^ ( 9 ^ ) = y T ^r -h 6 Adx -+- 9 £ ^ ^, & 
'd[%p)=^p T d t^^A' dx-¥^^ BV^, on' aura; i^J 



£ =-s — j^y ovL — r — = — —7 — î 2^. (en nommant jot- 

la gravité) ^-^ ^= ; 

or comme cette équation doit être identique , les parties 
î du premier membre, &-^ ^ dti 

d ^ ' a X 

fécond doivent être égales féparément du rêfte; on aura 
îdonc — j-^ — s= — , ^ ■ > & par conféquent^/=5 ; flC- 
cette équation , avec celle qu*on a trouvée ci-deflus^ 
Jî '= -^ -4-, fatisfait au reftc de l'équation ^^^"^"^"^''^^ 

= j- > comme il eft ailé de s en aflu- 

CL X ' 

ter par le calcul. Donc puifque — — = — ^^ • & — ^ 

* ^ d X d i d^ 

= — — ^ > il &*enfuit que/? d^^^qdx àcp dx — fd^ 

font des différentielles complcttes. Ce qui s^accorde par- 
faitement & fans reftridion. avec ce qui a été trouvé 
dans PPuY^:age citét. 



Ponc > par la méthode expliijué/e .Art. jj 8 . du lîiêfnç 



<)uvragc^ fi pn fait4r?rh:t v^-«-i s==si^.i ^~ £ V^TrTA=F= v^ 
on aura r = ^ > ^ =*= — ' — r • ■■ ■.■.> f i^4SC 

^ ji exprimant des fondions quelconques de 2^ & de v^ 
Voncj^dx^ qd:i fera «= - — ,.^.. V '; , \ \ 6c 

f </ AT -*-/' « î. lera = — . . ^ • \ . ... ■ . ■ % Donc rin-r 

tégrale de la première quantité fera r«-+-gt;,r«ôc 
% V exprimant auflî des fondions quelconques de tf 6c 

^ v^ Jlç r^t4gr*lff 4e la feçQ.ndc fera _ * "^ 



f/'zzrr7 
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Lorfque P 0=^P M^ c>.ft-à-dire,lorfque t=JK; 
<)n a jJc : ^^ : : ^ ^/'^ pUifque le fluide contigu aux parois 
-du vaCe, fe oieut fuivant'ces parois. Donic-^lots p d-x 
^^^djy ^=0. Donc FéquatiÔn' d;e iâ courbe J?-jïfjFèft 
Xu^^v^==^M^M étant tine conftante , •& n é«int égal 
à AT -h yy*— 4 > comme 'y à ^ — ^^V-^i* ^ ^ 

X.ûifi|uc-la.Jigi^.-jCP;,4iv>fe;l€ yafi;£n\dfux parties 
égales. ^ ^ .fepablabtes j les points du fluide places dans 
cette ligne j, n'ont 4p vitçfle ^ue dans Iç lens vertical 



^^ LOIX J>V MOW1E.MÉ NT 

CP > fie n'en ont aucune dans le fens horizontal. Donc: 
p:=^oi donc lorfque ^ = o, on a (p {x^:i^V — i ) -+* 
A (\v — ;t ^ — 1 )" = ^i donc A ;rt= — <p x\ donc 
A (";r — x. ^^^^ )='— Ç ( X — ^v"— i ). Donc Téqua^ 
ôon de la courbe B.M J^fcrz pour lors T u.—* Tv,=^M, 

• 

'Ainfi le Problême ne-pouïra être réfolu., toutes Jes 
fois qu'on ne pourra donner à Téquation de la courbe 
È MFh forme Tu — Tv == Jf; & par conféquent g» 
v.oît déjà qu^il y a un très-grand nombre de cas où le 
Problême ne peut être réfolu analytiqpement & rîgou- 
reufement , quoiqu'un grand Géomètre ait prétendu (*J 
qu'il ppuyoit toujours l'être , fit qu'on pouvoit toujours 
trouver deux quantités T «,Ôc T-u,. telles^ que r «— r v,- 

Cour faire fentir par un exemple très-fîmple la vérité' 
de ce quenous avançons ^ foit , par exemple , x -+-^ = a^ 
l-'équation de. la.- courbe JP JtfJP, qui fera pour lors une 
ligne droite ou. portion, de ligne droite , inclinée vers 
Taxe CZ) à un angles de 4,5: degrés ;. oa aura en fubfti* 

tuant, pour x 6c v leur^ valeurs fie i 

Inéquation uii^ ^ ^__ y+^.y{\ ^^__) ^ai 

qui ne» peut être réduite à cette forme Tu' — f v = Jf , 



(*) Voyez Içj Mémoires de Berlin ijlSr ?• }lt ^ ^^^ 
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I ■ 

piiîfqti*îl faudroît qi^'on eût « ( f ^ A H" v 
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Pour trouver là fonûion ff qui dbit multiplier fcs quati-* 
tités ç ôcp , voici comment on.s y prendra. Soit Torigine 
écs X & des ^ en C (Jfg. 24. ) ^ & foit CB=^A\ il faudra 
queafaifant;ca=a:, on ait F {x^+^yV — i) — T\x^y 
>/=rT) = r^v^Hl — r — AVZZl ; d'où ion voit 
que Téquation de Ikcourbe B MFeU en général r ( x+y 

>/:=rî> — r {x, — ^•zrT) = r/r^zrî ~ r — ^ 

V— j. Or nommantes, C, foit imaginée la courbe i^mj^ 
analogue ï B MF^ &c dont l'équation foit en généraf 

T — (^V^^^i ; il eft clair que les particules dii fluide fui- 
yront toujours chacune de ces courbes ^ mfi car il eft 

évident que dans ces courbes 6 mfon a — = — ^- — 

c=s - ^ i d^où Fon. voit encore que le rapport des vi- 

fcflTes verticale & horizontale , en un point quelcon* 
que m y dépend|:a uniquement de la pofition de ce point, 
& non du tem^ ; & que ce rapport fera toujours le même 

pour chaque point m. 

Celapofé, fi on fait C^ infiniment petite , fit qu'on 
imagine la courbe CjeaÇ infiniment prochedc Taxe CZ)^ 
nommant C C ^ «ji on aura. F ci v<— ? y r* ^ ""• «.V — ^ 



1 
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c= r ( ;if -+- î. •— i) — r (* — t V^^) ; & pulfque 

;t eft id infiniment petite , & que V T* = dx^x, com- 
me on l'a fuppofé plus haut , on aura T-{x -+• ;^ v'— i)| 
= r jr -H ?: V^^^^. f * i fie de même ï {x — x. *^^^) 
■ss= X X — :i V^^i . ^ jf. Donc l'équation de la courbe 
C^^fera V «.V— i — T — *•— i =2 ^/^^^i ^jc 

De plus on a par la même raifon q ou 



^{x-^l • 1 ) 






- ; d'où Ton voit que 

a y — c y" — i ^ 

chaque ordonnée û» ju ou ^ de la courbe C ^ ç eft ea 
xaifon inverfe de la viteiTefi-y du point « fuivant « 1> , 
Jbi qu'ainfi le fluide fe meut dans lefpace D C ^ ^ b 
comme il feroit dans un vafe, infiniment étroit. 

Or quand une malTe donnée de fluide C £ <P X) f e 
lueut dans un tel vafe , & qu'après le tems relie par- 
vient de la fituation CC ç £) dans la fituation C Z' (f' D' $ 
on peut avoir facilement parles méthodes que j'ai ex- 
pliquées dans mon Traité dts Fluides ^ Art. loo dc loi 9 
une équation entre /, & CC^ que je nomme ^; de plus 
on a par l'équation de la courbe B MF y la valeur de F ^c ; 
par conféqucnt celle de ç jr; par conféquent celle de y 
^n ^ ^.; par conféqucnt celle de q en /^ puifqu'on a la va-: 

leur de ^ en/; enfin on ?idt=^ — r-^ — ,jou9 = — ; 

« f q d t 

jdonc fubftituant pour ^ fa valeur en/, dans Je fécond 
^lembre de cette équation , on aura la quantité cheif- 
iphée 6 ^ au moins par les quadratures. 



D E s F LU I D E s, 14^ 

VIL 

i X s at 

Fuilque i/>s= ;; — • on aura 6 ^/= ; c'eft 

fourquoi cherchant fur les courbes C/iÇ , ^ mf^ BMT 

8cc, les points Q^ ^K^R &c. où la quantité f foit la 

mêoîe , on aura la courf)c C KR que la furface du fluide 
forme à chaque inilaot ; & Téquation de cette courbe 

Pour avoir cette équation exprimée en coordonnée» 
«eSangles CN^ Xj&c NK^ s , on meura dans ç , au lieu 
de î, fa valeur exprimée p^t x & par la conftante C ^, 
qu'on a appellée C; cette valeur fe tirera de l'équation 
de la courbe ^ m f, qui eft T {x ^ ;^ • — i ) — r 
j[:if — î^v^ — i) =t=rCK.ir7 — r — CvITT: on inté- 
grera enfuite la quantité f ^ en regardante comme 

confiant > & x comme variable, enfin dans l'intégrale on 
remettra au lieu de £ fa valeur en jc & en :^; & à la 
place de x. ^^ mettra s qui lui eft égale y & qui n en 
diffère qu'en ce que s repréfente Tordonnée NK dans 
ia courbe C KR^èc :(^h même ordonnée NK dans 
la courbe iKFi ^infi on aura l'équation de la courbe 
C li Ry dont le premier membre fera une fonûion 
connue de * & de ^, & le fécond fera =/'6 d t, ôc par 
conféquent = à une fonâion de ^; enforte que i pourra 
être ici regardé comme le paramètre delà courbe CKR^ 



LOIX DU MOVyi.M'ENT: 

laquelle change de place & de forme à chaque ioftant» 

y 1 1 1. 

Mais cette cowbe C KR doit avoir encore une atrtrtf 
propriété ; c'eft que la force perdue par ^chaque parti- 
cule K doit être perpendiculaire à cette courbe en X ; 
d'où Ton tire, comme il réfuite de TArt. 152 de TOu- 

vrage cité , 1 équation ---y7"= -^pT-^^.O-^B^ffl ^ 
Tétant jFuppofé = — ; & par conféquent ( fi on met 

•pour B fa valeur A' ou —j^— , & pour A' fa valeuii? 

lOa . ^ j enfin pour A 6c pour 5' leurs valeurs — - — - 

& — j^ — J on aura g d x ^=^T {p d s ^q d x) ^% 

■ ^. ^ dx^- \, ' i ax'+' — ds^ — - — asu 

a X d X d i d ^ ' ^ 

Donc com me x, «ft ici égal à s , on aura gx^^^ d-=T/j> ds 
*+-^ dx't^ {qq^pp)y -S- étant une fonûion in^ 



xléterminée de / ; on remarquera de plus , que k quantité 

fp ds^q dx eft intégrable { f. I. ) , & peut être repré- 

/entée par uncfonûion de ;c& de ^, puifque/? ^;5^-+-y d x 

^ft intégrable , comme on Ta vu ci deffus. 

Pour trpuver la fonûion S- , on obfenrcra qu'au point 

^T'' on a :;[ = o , & par conféquent s=^Oy ;v = ^ , & ^=as 

là .uue fonûion çojînue de / \ ç'eft pourquoi mettant dans 

réquation 



!B E s F LVïI> JE S, . X^f 

r^quatîon ci-dcflus (après avoir intégré/» ds'-i^qdx), 
au lieu de * la valeur de ^ en /, 6c effaçant les termes 
joù s fe -trouve 4 on aura la valeur de 3 exprimée -ea r. 

Il faut que celte nouvelle équation de la furface courbé 
tC' KR s'accotde avec celle qui a été trouvée précédem- 
ment §. V 1 1. Si elles font différentes , & fi lune n e peut 
^^tre réduite à Tautre , c'eft une marque que la folutiort 
analytique du Problême eft impoffible. 

Ce n eft pas tout ; ce que nous avons dit de la furface 
fuj)érieure> doit avoir lieu de même pour la furface in»- 
férieure ; nouvelles conditions qui limitent encore da- 
yanta^e la folution du Problême. 

Enfin^ il faut encore que les/orces petdues foient diri- 
gées de haut en bas dans la furface fupérieurc, & de baS 
«n haut dans ^inférieures pour que Téquilibre foit pof- 
fible* 

On voît*par-îà qu*il y a bien peu de cas.oii Ton puîflc 

trouver analytique ment ôc rigoureufement le mouvo*- 

ment d'un fluide dans un vafe , même en faifant abilrac- 

tiori du frottement & de la ténacité dès parties du fluide. 

On peut donc s'en tenir, ce me femble, dans le plus 

grand hoinbré des* cas, à la méthode que j*ai donnée 

dans mon Traite des Fluides , laquelle fournit des réfukats 

aflez conformes à rexpérîencc , quoiqu'elle ne foit pas 

dans la rigueur Mathématique. 

Opujc. Math. Tome I. X 



Dans le $. I^ ci ^ deflu» j noms avons fait voir 
\^x • ^ ( ? ^ > ^ ( p r ) , . ... 

lequation — ^^ = 3 ^devoit avoir liea> 

& quaîivfi A^=^B;ïl n'y a qu^ùn feul cas où cette 
équation ne foit pas indifpenlable y c eft cel!;^ où Fferoit 
== 6 , c eft-à-dire ou. 6 feroit = ^cS iz étant une quantité^ 
quelconque ; car alors faHant difparoître les quantités 



d X' 

leurs cettt équation , on auroit ^ 

i ( A' q-i- B' p + f ) j, V ir ^' P ^ î . 
^ r 1- ' . jJ»qJ3i 1»qjj |.,fç — ^ j^ 



ix di 



i » ' i » ^ d » 

■= à une difFérentidle complettc ; & retranchant de cett» 
quantité -^i- dx ^JJJ-J^^ 7^^*+ -^^t 
qui eft auflî une difFérentielie complétée , on aura 

s= à une différentielle complette. De plus , comme 
£' = — AyonzzyiSipd X — y ^:t=« à une difFércnr 

tielle complette» 

X L 

pe-là il s'enfuit^ que quand le tems t entre dans Vtt^^ 



DES FLUIJ} ES: t47 

lyrellioa de la vitefle du fluide , le feu! cas où U ne foît 
{)as néceffaire que / ^ ;j^ •+- y Jof fok une diflférentielle 
tçn même-tems que/ dx -^ q d :^{ qui Tcft toujours 
nécefïaircment) eft celui où 6 feroicw=^ c^\<yt ce cas 
ne peut jamais avoir lieu que dans Phypothèfe où le 
Huide auroit reçu une impulfion primitive ; car dans tout 
autre cas ^ où le fluide fe mouvroit par fa feule pefan-> 
teur^ou par d'autres forces accélératrices quelconques > 
fa viteflif feroit = o lorfque / feroit = a ; ainfi 6 ne pour- 
ïoit être rsï::acK 

Il ne fuiSt pas que Timpulfion donnée foie telle que 
fi aes ^ c* ; il iaut encore que les quantités pàL q foient 

tcUeS , que / 1/ ^ — qd^ic {pdx — qd^^) (— ^ 

^ i^ ' "" ^' "+•/ ^t^^^^* foient Tune in Tautre des 

4îflFérenttelles complettes. 

Il faut de plus que les autres conditions énoncées 
Jdans^ les 5. V 1 1 , V 1 1 1 & IX. foient obfcrvées ; ce qui 
limite encore le nombre des cas où Téquation ^^^ = 5 , 
n?a pas néceflairement lieu , & ce qui rendra peut-être 
ces cas abfolument impolfibles , fi toutes les conditions 
^énoncées ci-deflus ne peuvent avoir lieu à la fois ; ques- 
tion de pur calcul que je laifie à examiner à d autres* 

.XIL 

II: eft au moins certain par tout ce qu'on vient de 

faire > que toutes les fois qu'unfluide fera mû par la fetile 

Tij 
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impulfion de fa pefanteur > ce qui eft }e cas Te plus oif^ 
dinaire,il faudra néceiTairement o^^ pdx — y^^ ? fiC 
fdx^^qdx foient chacune des différentielles complet* 
tes> pour que le mouvement du fluide puiffe être fournie 
au calcul analytique. 

Locfque le fluide a une malle finie ôt un mouvc*^ 
ment progreffif , il efl: évident que le tems $ doit entrer 
dans ropreflfion de fa viteffe, puifque la vîteffe de cha-» 
que particule dépendra^ non»- feulement de fk fituation;, 
mais encore du tems qu'il y a que le fluide efl: en- mou^^ 
vement.. Si le- fluide étoit; indéfini, & qu'on fuppofôt 
(on mouvement arrivé à un état confiant, alors rn'én^ 
treioît plus dans Texpreflion de la vitefle ; mais on fent 
bien» que Thypothèfe d'un fluide indéfini , qui fe meut 
dans, ua vafe de figure donnée, n'a point lieu dans k 
nature , & qu ainfi cette' hypothèfe efl; plus Mathémati? 
que que Phyfique*. 

Il n'y a donc que le cas où le fluide fe meutfuivant 
une Figne qui rentre en elle-même , fans être animé par 
aucune force accélératrice , dans, lequel on puifie fupr 
pofet que t n'affede point lexprefTion de la viteflTe. Dans 

ce cas 6s= I ,.T=c?; &lon aura^r — =« 

a 2L 

; d OU 1 on are par la même méthode 

M * 

^ueci-deflus(/7^:ï;— y /i;^ )-+-/' — i --^) = à 

une différentielle complette. Or on a déjà/? ^Jr — qdz=k 
à. une difiécentielle complette iC^/^, 6 étant fuppofé le 
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IMAHietre de chaque courbe, ôc K une fon£jtion de i^;. 
donc KdbC -^ — } doit être une dijaPércn- 

tiellc compktte ; donc — ^ "^Ti — ^^^ ^^^^ ^^^ 

fonaioh de b. D'où Ton voit que le paramétré è étant 
confiant pour chaque courbe que les particules du fluide 
décrivent, on doit avoir pour chacune de ces courbes? 

iÇ —\ = d C ~ )• Or (i on fuppofe que « == oi 

ibit Téquation^ générale de ces courbes; o» zunp d a? 
'^q dx,= o pour la diflFérentielle de cette équation i 

& par conféquent/ =5 — ^ > oc ^ =^ j î donc 

JJLjI iî- , Se ^^=^44^ ^ -^ idonc 

d(^-LiZ ).=^(Jl^ifL)î & cette équation doît ap^ 

prtenir à la même courbe que Téquation © =: <t; fînort- 
h folutîon du Problême eft impolTible: 

Pour trouver -ies cas où les équations © = *, Ô& 

^C "^i i^ " ) = ^ C ~ ii^ " y appartiendront à la 
même courbe , on confidérera que la première donne 
^ " ^AT-f- .^ ^ ^ - 1/:^ = Oy & que la feconde donne 



i X il 
/*\ Jx'^—, ; — ar-lr >t "t^*^TTT~«^ 



dx^ dx*di ^ d z* di* dx 



«•«>■• 



■«■w«wn*«rw< 



(* X Da»& ccttc équation <& dans la fuivantc — jv^T — ^* '^ coefficient 
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3=^; donc mettant pour d x Qcd :(^ dans les. numéta^ 
tcurs leurs proportionnelles -- — ^ ■" j — j^ ^ on aura 

Tcquation en tcrmes^ finis — ^ x 



du d^ (ê d a ' . d^ u d n 

or cette équation doit être néceflfairement identique ^^ 
c eft-à-dire , telle que tous les termes fe détruifcnt mu- 
tuellement; car fi cela n'ëtoit pas, cette équation ne 
pourroît s'accorder , comme il eft néceflaire ^avec Téqua*' 
tion « =3 A ; 1^. parce que cette dernière équation ren- 
ferme le paramètre variable 6 qui n'eft point dans l'au- 
tre ; 2®. parce que fi Téquation trouvée n étoit pas iden- 
tique ^ elle donneroît pour chaque x une valeur de ^ 
déterminée , & non pas variable ^ comme il eftnéceflaîre ; 
donc la condition qu'on cherche y eft renfermée dans 
VîJe/itùé de réqiiatioh qu'on vient de trouver, c'eft-à- 
dire dans la deftruâion mutuelle de tous \?s termes de 
«tte équation* 

Perfonne , que je fa/ehe^ h'âvoit encore remarqué j que 
le cas où le fluide fe meut fuivant des lignes rentrantes 
*n elles-mêmes j eft le feul ou Péquation A^ ^^B n'ait 

d^ ta 

ic'd x^ dans la diflférenfîclle iJ »; ^ ^ . ■ cfl {« cdi&citntâcdx^ d\ 

m. X uL Z 
d Cd 

iàaTis U fticme dîflPéreAtiçile , — 3 ^ eft le côcflSçîçnl Us iz dans la djlfiST- 

a ^ 

l^ntie^le d ^^p &ç* fc ai&fi du leflc» 
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faaUca. Dans moa EJfaî Jiir /a refijianct des fluides f 
je nai fait mention que des cas où A'=^B , parce qjue 
je ne confidérois alors que le mouvement ptogreflîf des 
fluides. Perfonne n aVoit remarqué non plus ^ que dan* 
le cas où A' n'eft point itéceflairement = ^, on à fou-^ 
jours néceffaîrçraent t/-^'==^jB^ni aflîgné les cas oui 
cette équation eft podible^ 

XÏI L 

Donc en général ^ quand un fluide fe meut dans ua 
vafe quelconque y il faut , pour pouvoir réduire le mou-- 
vement de ce fluide à un calcul analytique; i®. que 

— 3 = — y & cette condition a^ lieu dans tous 

les cas poffibles ; a®, que — = — r- ^ ou que 

d\^ — j ^=idÇ — \ Cette dernière condition 

d( — ——Jsszdf — 2 — y> ^'^ ^^^^ q^^ ^^^ 1^ cas où 

le fluide fe meut fuivant des courbes rentrantes en elles- 
mêmes , & n'eft point foUicité à ce mouvement par des 
forces accélératrices, cnfdrte que la vitefle de chaque 
particule ne dépend abifolument que de fa pofîtion. 

.11^ eft à remarquer de plus, & c'eft une fuite de toute 
la.t]|iéorie précédente , que dans les cas où Téquation 

4-~ — '^""7= — "d^î' avoir lieii, cette équation doit être 
iidentique ^ c'tft^à-diœ que l6s jdcwc. inembres doivent 
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être parfaitement ferablables ; au lieu que Féquatioit 

^f-^-l — ) = d f—^ — ) ne doit point être néceffai-! 

rement identique > mais feulement doit fe rapporter à 
la même courbe que l'équation /> </ :v — ^ </ 1«» o , qui 
cft l'équation de chacune des courbes décrites par les 
particules du fluide. D'où il s'enfuit , comme on l'a vû> 

que réquation<f(-4~)=^(--^) transformée en 

' d X* 'T^^ dxdi ^ d x^ ^ ixdx /^ ' ' 

ce qui çft«ncore la même chofe,^ — H-;> 

__iii?_-:LiJ_ «= o , doit être identique. 

i X d\ 

XIV. 

Voilà pour ce qui concerne le mouvement d*tiri 
fluide dans un vafe ; paflbns à ce qui regardé le mouve- 
ment des fleuves, ou engénéral des fluides ^ui coulent, 
fur une furface donnée. Je fuppoferai pour plus de lim-. 
plicité , que le fluide foie indéfini > que fon mouvement 
foit parvenu à un état permanent, ôc. quç ce mouve-j 
ment fe fafle dans un même plan; cela pofé, fi on nom- 
me q la vitefle verticale^ & p l'a vitcflc horizontale , on 

. " if 

aura, comme ci^deffi^s , &par les niiêwes rajfonS;, -j-^ 

i_ jrJ-i— '^tipdx ^:<i J'x-i^ô fera ,-oq; devra être 

d X '•11 

féquation de la furface rfùr-^qudlc ie fluide cbuk»' 
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€c celle de toutes bs oourbcs queues particules du Àiide 
^éctivent. On trouvera de plus, comme ci-^dcffus, dUo 

idoitêtte identique. 

Telles 'font les équations qui rçpréfentent le moave- 
tnent du fluide , dans Thyporhèfe purement mathémati- 
que > que le fluide foit indéfini; car fi on fuppofe, ce 
quieft plus conforme à la nature, que ce fluide reçoive 
fou mouvement d'un réfervoir placé à une certaine dif- 
tance >& entretenu toujours à la même hauteur ; alors i 
comme la vitefle du fluide à la furface du réfervoir eft 
«uUe f on prouvera par une méthode précifémem fem** 
l>lablc à celle dont nous nous fommes fervis p. 45 de 

Irotre EJJai fur la réjijlanct desjfluldàs ^ que 



â f d^ 



d^ d^ ^ 

aînfî la condition que p d x — q d :ç^y Ôcpd^ +ç dx 
foient des différentielles complcttes , aura encore lieu 

icL 

• 

Mais quand on voudroit ie borner à la feule condi-j 
tion^ (\ncp dx^ y^;(^foit une différentielle complette ,' 

&§ d d p ,f d d f q à i H , p d d a 

que ^ ^, -1- -21e rf x d x* '^ ~l~x~d j~ 

Ibit une équation identique j il y aurolt encore une autre 
<:onditÎDn à remplit ; favoir que la force perdue foit per- 
pendiculaire à la furface du fluide ; potîr cela j nommant 
^ &cjy les coordonnées A P ai P M {fig. 2;, ) ^ on re- 
marquera que la force perdue verticalement eft^ — pB 

^^^^.> & que Ja Force perdue horizontalement fiiivant 
Qpufc. Math. Tome I. y 
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PHoii MR ett ^ p B' >^ ji ig' -, taaXt oômmê ttm 
force doit être id dirigée de Jfveœ P, afîn que la fore» 
perdue fçit perpendiculaire à la furface C My'A faudra 
IaAippofer=^ B' h-^' ^; «la condition de la perpeii^ 
dicularité donnera -^ ^ g-^B^Ag fh_ ' 

dx -t-pB'-*-A'q * " iy ^y. 

d'où Tott tire ^ -I- a ^ ^—PF -*-Çf' Dans cette équa^ 
tion pp-^qq exprime le quarré de la viteffe à la fijr- 
face , & l'on voit que le quarré de cette viteffe eft 
as^-+-2 ^4f, c'eft-à-dire, qu'elle eft la même que fî 
chaque particule defcendoit librement fur cette furi&atf- 
ea vertu de fa pefanteur. C'eft d'ailleurs ce qu'ott peu* 
yoir aifément à priori / car la force perdue étant tou* 
Jours perpendiculaire à la courbe, chaque particule dû 
fluide defcetid de la même manière que fi elle defcen- 
doit librement fur une furface folide. 

H faut que l'équation A-^ 2 gx =pp -hqç Ce ratji 
porte ï la même courbe que Féquation/^d'^c —y dy=^o* 
'Ainfi les conditions qui doivent déterminer les quantité 
p & ^ font ; I <». que/ dx — ^dx,, eapdz-h qdx foient 
des différentielles complettes; 2\ qu'en faifant ^= v* 

Uséquuionspdx^qdj^=o,àigdx=^pdp'i-fdq,, 
appartieiment à la ipême courbe. 

XV. 

Nous avons fuR)ofé jufqu'ici que le fluide fc mou^ 
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toit dans un plan; mais s'il fe meut fuirant des flitfaces 
courbes quelconque* ^ en ce cas on fu^^tofera que 6^ 
foit fa viteflc verticale , ft/> & ft » fes deux viteffcs hori-i* 
2ontales 9 perpendiculaires l'un à Fautrc;(caT on peut 
démontrer, par un raifonnement femblable à ceux de la 
théorie précédente, que telles doivent être les expreflions . 
des viteffes j q étant une fonâion àtx^ ^Stsy ainfî que 
jpàCiày. On trouvera de plus 5 par une méthode exaâJe- 
ment femblable à celle de TOuvrage déjà cité, en con- 
iidérant des parallélépides rectangles au lieu de patal^ 
lélogrammes reâangles y ôc fuppofant 

dq^^^A d x^B dx^^C ds 
dp=- A' d X -^B' d:i^CU s 
dt.^A"dx^B'''dx^^C'ds; 

!•• que A^B'^ C"=^ o y ou, ce qui eft la même chofe , 



ix il ds '^ il 
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,4' x- 



; d'où l'on tire, comme 



^s le §. 1. ci-deflus,-— ^ = — -^ , ou i? = -rrf' i & cette. 

condition, avec celîe qui vient d'être trouvée -i4-H JS-^ 
i^C"'^^, fatisferaau reftedel'équaflton; on ti?ouverâ dô^ 

xnenie - — ■ ^ =*= — - — ■ — -r- % 

id^oàFon tire par un raifonnement fétnWable A'' ««* C;^ 

i f 

enfin on anra pai la même raifon^'' = C > donc —^^ 

Vij ^ 
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a . du __ il , i. _ i^ .^^^ 



^dx-^qdx-^^ ^^ «ft Wï^ difFérentielle complcttc,. . 
Donc on auia les crois équations. 

dp=^ Adx.^B dx.'^C ds, 
dq=^B dx^B!d:^^Cds 
dù^^Cdx^Cd^—Ads-'B'dr^ \ 
TX faudra de plus , lorfque x, devient^ , qjie pdx, — q dj^ 
y=:;^o;pds — û^dy=^o ; q dsi — mdx'=a^ 

Voilà les équations qui ferviront à déterminer le mou^ 
vement du fluide >,& qui font fufceptibles de remarques 
analogues à celles qui ont été faites précédemment pour 
le cas de 41 = o 9 C= a^ & C = a >, torfque le fluide fa 
meut dans un plan*. » 

X V i: 

U eft aifé. de voir par toute la théorie expliquée dans 
ce Mémoire , que le mouvement des fluides peut rare-f 
ment être fournis à un calcul analytique rigoureux > (î 
même il y a des cas oà il le puifle être. Mais on peut^ 
toujours démontrer la confervation des forces yives dans 
une mafle fluide i qui fe meut fuivant une loi quelconque; 
£n effet dans le cas où. les particules du. fluide fe meu-^ 
\Kent fuivant des lignes courbes invariables > on - peut 
x^egarder le fluide-, contenu entre deux quelconques de 
ces lignes courbes infiniment proches, l'une de Pautre ^ 
Gomme s'il fe mouvoit dans, un tuyau ifolé^ de figure 
quelconque & infiniment étroit; or les principes établis 
dans. notre Traité dcsjîuidts^iy^<tti% pour faire voir 



tfèf<iifément que ki confervation des forces vives aura 
lieu pour ie fluide con^na datis un pareil tuyau. 
. Si les particules du Ôuide ne décrivent pas- des courbe* 
invariables^ en ce* cas qu'on imagine depuis la furfecef 
fapérieure du fluide CK [fig, 2S. ) jufqu'à Finférieuref 
iO , une fuite de pointe infiniment proches >- dont le» 
vitcfles forment par leurs direâionS une courbe continue 
KG O: foient imaginées de plos des perpendîcuiaîre» 
Ggz cette- courbe^ Ifefquellesfoiententr 'elles en riifom 
înverfe de la vitelïe en chaque point G y il eft certain- 
qu'on pourra^ au moins dans cet inftant^ regarder le 
fluide comme* s'il^ fe mouvoit dans le tuyau infiniment 
mince ILGO oky ainfi la confervation àcs forces vivesi 
pourra encore fe ' démontrer dans cette hypothèfe pâi? 
ks mêmes' principes. En effet faifant abftraâion ( pour 
Amplifier le calcul) de toute force accélératrice^ âc 
nommai KG y s > ta viteffe tnGyV^^Ggj ^ ; on aurs 
fd ^ dv^s^ùy ou/^iid s .V ^ t;B=a;ôc comme rie» 
n'empêche de fuppofer que la mafle :(^dsàt chaque 
Inarticulé du* fluide ne demeuse la même pendant tout; 
le tems du mouvement^ quoique cette mafle' change ou 
puiffe changer à chaqueinâant de figure 6c de tuyau ^ iL 
s'enfuit &c* 

Cette dermercPropontion éft démontrée d^uneaittre 
inaniere dans mon Traité de rEquiàbreêC du^ mouve^ 
ment des fluidûs ^Uvf. IL Chap. a; mais on y fuppofe 
que la vitefTe verricale foit la même dans^ tous les 
peints.dfone mêmie^ tranche. hûrizontal&^^ qu'oo-a'aift. 
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«uçvQ égfud ft la YHeSo h^mQ^h ck QB9 niêfne$fk)iflés2 
Or ces. 4euï fyppofitÎQns n.ét%fx% p38 figowoufcmenfi 
vraies ^ quoique les cc)n£é^u9iv;es q«i en r^fukent 
fpient affpz conformes k l'ei^péricncc , j'ai cherché de-i 
puis une méthode plus ri^ourcufe pour déterminer les 
ipix du rpoqvement des fluide$ ; c eô la méehode exr 
poféç dans cet Eailt. J^eti envoyai un eflai à TAca^ 
^émie des Scienççs de Frufie^à la iîn de i745>>Ôcia 
le puHiski depuis en i7î« >^dans mon EJfaiJut la rè^ 
^^Icmcç de^^uié^s y long-tems avant que perfonne eut 
rien dojoné 4e femblable. De très-grands Géomètres ont 
fait aflez de cas de cette méthode pour rappliquer à 
jb même recherche- Us ont cherché è la généralifet % 
ce qui étçdt, j ofe le dire, très-fedle > aprè« J«sJEffai» 
que j'en avois publiés. Us paroifloit de plus avôiccm 
que les équations que j'ai données du mouvendftK dca 
jBuides 5 étaient trop limitées, i je crois avoir pcott^ Je 
contraire dans cet Ecrit. , 4c je me flatte même d-avjpîiç^ 
tiré de ma théorie d'autres oonféquences quloot â:iftpp4 
à xcs Géomètres , ou fur le^uelks îb. me jGsmhlest 
avoir été dans l'erreu& 

XVI L 

Si \m jteîde fe meut dajas Un ti^yat» dé figufe quel- 
conque ^BFE iifig^^^A i lïpus axons déjà obfervé qa^H 
falloitque la courbure des parois AEy BlF^ fut expci- 
«née par une certaine léqu.ati on , poux que te naouverajent 
4e ce* fluide. p^têt]3eaft2^tti^3tti lok^AnftlytiqueSi C«4: 



fedfi dans éétté fè\ûe hy^étNèfé qti on peut dëtermihëj 
SiuilytîqtfeMtiht la preffion que lé fluide exerce en uti 
^iik q^k^qtie ':Ar des paroi» du Vare;car homhiarii 
éiJ^ySy^k forcé a«o^iëi»atrîcè éh JV/6c vk vHeffei 

on aura /"ds ( f ^ "-^^-r — :j pour la preflilon . exercée au 

point JV perpendiçalaiceiaieet à k couAc ^ N ; nôas 
%VQi^ donné^d§nS;k Ghap^ IIL de: notre Effaifur ta 
réjijlance des fluides yY^i\% 17^2^ lamétKôdc de trou* 
ver pour' chaque point jV^cttte prcffion > que je nomme 
P. Or cette preflion procîuira. dans le fens horizontal y 
ftiivaitt P N^nïicîotcQ=^fF dx\ & dans lefeiis vêr- 
tk^i ufte fçrce ==/!P dy. On trouvera la même chofé 
poift l'autrç f9^BMF\ d'où Ton voit cpxèù les forcée 
ye'rCicale ôs hoôzontale > réfpltànte^ desrprefilons contre 
1^. d«HX paidis/oe Te détruifent pas mutuellement > la 
j^reflion du âuide contre les paroisr du vafe tendra à 
mouvoir le vafe dans le fens vertical ^ou dans le fens» 
)|orizQfital.> ou dans tQU$ les deux à la fois^ 

. C'éft pourquoi fl un vafe eft formé , par exemple , de 
deux parois qui foiénc concaves toutes lès deux d'un même 
côté en forme dé tuyati fecôurbé , il eft aifé devoir qu'orr 
pourra déterminer géométriquement Paâion du fluide 
fur le vafe pour le mouvoir dans un certain fens ; maià^ 
cela ne fe poutia quQ quand là courbure des parois 
fent aifujettie à une équation telle qu'elle a été fixée 
dans le^ recherches précédentes. Ôr quand un fluide 
t'échappe horizontalement d'un vafe vertical par una 



ouverture verticsile faite à riin deS pasoû de-cévJfef 
U çfl ccnaia qu'on peut regarder ce fluide s ou une grande 
partie du moins de ce , fluide^ comme *fe mouyanc idiAf 
upe efpece de tuyau recourbé; i^ais U jf^giue. de ce. 
tuyau ne pouvant être aflu^ettiesaux loix ci-diffus , li 
pâroit s'enfuivre qu'on ne pë^ut déterminer par la théorie 
que d'une jnaniere fort imparfaite la prelHon qu4in pa«^ 
f eil fluide exerce fur la partie du vafe oppofée à <x^ 
jpar Jaquclle il fait.. > \ . 

:;; X V I I L 



■m. » ^ 



iA iîoccafîon de cette preffion que les fluides e)ÊérceAe 

horizontalement contre les vafes dans lefquels ils coor, 

lent, je dirai ici un mot de leur preffioti verticale 5 dont 

f ai parlé dans mon Traiié des fiuidis y kxt* 145^ & fui:^:. 

J!ai x>i>£ervé dans l'An. 1 4P 9 qae quand la valeur d^ 

cette preffion «ftaiégarive, M. Daniel Bemoulli prétend 

quelle fe change enfudioH,x?eft-à-dire, que les parois 

du yafe font .prefTés de dehors t?n dedans ; j'ai propofé 

là-deffus mes- objeûions , qui font hicn fimpks , & qui 

font naêjonie fans réplique ^ lorfqu on fait abÂraâion dô 

la preffioade l'air envirohriaiit ^ comnae je le faifois alors, 

Pn prétend que M. BernouUi , dans Tendroît.de fou 

Hydrodynamique qui eft l'objet de cette teniacque ^ ne 

iait pas la même abl^raâien que moi» en ce cas nous 

avops xaifon ;tous deuxiflisis ce quima fait croire que 

M- BempuUi nVpijt point penfé à Tair environnant # 

4: cij que dans Vçïi^tsk dQflJ à s>git p il o'en prie poiriti 

il 
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9 âk fîmplement , laitera canalis iMrorsùm premuntur % 
lans ajouter ah Mtrc -ambicnie ^ ce qui aHroic levé toute 
équivoque* 

. . Il y a plus", an lieu <le -ces trdis mots qû euflfetit expli* 
que fon idée avec la plus grande claité^ il ajoute une 
rétiéxion qui ne fait y ce me >femble, qae Pobfcurcir ; & 
pnjjîon y dhril yje cAange én/u3ion, ce/i-à-dire , ies par 
rois du vafe Jbnt prejfées de dehors en dedans ; ce qiHîl 
faut entendre de la même manière ^ q^ fi ^« ^^*t d'une 
colomne qui peferdtde haut en bas y^l y avoh dans une 
branche verticale continue au tuyau , une colomne d-eau 
Jkfpendue , doru l 'effort pour def cendre Jut arrêté par 
Veau qui coule dans le tuyau; il me femble Jque cette 
efpeoe ide comparaifoa eft beaucoup moins nette & 
moins jufte que les trois mots que M. BernouUi a omis^ 
flc qui j à oaon avis , étoient effentiels en cet endroit , 
pour ne point expofer les Leâeurs à prendre le change. 
-Quoi xju'il en foit , je n'ai jamais combattu ni penfé 
à combattre les expériences qu'il rapporte à ce fujet^ 
parce que ces expériences s'expliquent très-aifément , 
dans ma théorie comme dans la fienne , par la preffion 
de Fair environnant^ & qu en admettant cette preffion , 
il n y a pius aucune difficulté entre nous, du moms ïï 
on fuppofe que Tair qui environne le tuyau , foittran- 
qirille. Car fi cet air eft en mouvement , comme il Teft 
en effet, alors ce mouvement altérant la preffion de 
l'air fur ks parois extérieures du vafe , eHe pourra n^être 
plus la même que fi Tair étoit abfoloment tvanqulUe ; 
Opufi:. Math, Tome /• X 
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U fercHC même fort diflScile de déterminer afiez exaê^ 
tcmetit cette pMflîon par la théorie. Cependant je croit 
qu'en général ^ & à Texception peut-être de quelque» 
cas finguliers j^. la ptoflion de Fair. contre le vafe fera à*^ 
peu- près la même que fi Tair étoit tranquille ; par la 
nifoD que la portion d'air qui eft en mouvement autour 
du vafe y eft très- petite par compacaifon à la mafle totale 
de Patmofphere*. 

Je devois à mes Leâeucs cet éclairciffement far kt 
théories que M* Daniel Bernoulli & moi avons données 
de la preifion des âuides en nmuvement^ & qui font 
parfaitement d'accord > locfqu'on aura égard à la pteflioa 
de l'air qui environne le vafe*. 

Il n'en eft pas de même de Tapplication du principe 
de la conlervation des forces vives au mouvement des 
fluides ; nous difiSérons eflentiellement fur ce point 
M. Bernoulli & moiw Je crois avoir montré dans moft 
Traité dts fluides y que ce principe se s'applique pas in« 
diftinâement à tous Les cas , mais qu'il a lieu feulement 
dans ceux où la viteife du fhiide âc de fes parties change 
à chaque inftant par degrés infiniment petits ^ 6c non 
dans ceux où cette vitefle acquiert en un infiant une 
valeur 6 nie. Voy.t:^ les kxx^^^y 123 6c 143. du TraiÈé 
à^s fluides à é)^Qïté^ 

X I X. 

Je finirai cos recherches fur le mo uveme nt & 11 
|te(lMa des fluides > s>ar quelques céAexioiis fur la ma-- 



luefe de âéterminer raâionded rames. La plupart des 
Autents qui eacnt traité > les rapportent à des leviers 
^ différente efpéce; en quoi il femble qu ils n'ont pas 
cnvifagé la queftion par fes vrais principes ; puifqu'ii n'y 
a pas téellemenc de levier ^ où il n^y a pas de point 
d'appui abfoiument fixé êc immobile* Voici donc quelle 
idée on doit fe former de Taûion des rames , d'après 
:hos principes de Dynamique. Pour envifager la queftion 
idans toute fa généralité y nous fu|^oferons que le vaif-' 
fbau y la rame & la puîflance motrice foient mus fuivanC 
une loi quelconque* Cela pofé y la force perdue à cha<^ 
^ue lisant par le vaifleau ^ jointe ^ k preHton du Hoide 
contre le vailTeau^ doit être en équilibre avec la force 
^rdue à chaque inftant par la puiiTance motrice j & avec 
la force perdue par la rame 9 jointes à la réfîflance der 
l'eau à la rame^ Oi pour cek^ il faut; i^ que la force 
perdue à diaque inftant par la puifTance motrice , k force 
perdue pair k rame y àc enfin k réliftance de Feau ^ k 
laune ^ fe réduifenr à une feule & unique force dont k 
direâion paâe^pac le point où la rame efl attachée aà 
vaifieau ; car fi k direûion de cette force réfultante 
faflut par un ^Kitie point de k rame^ alors elle pour^- 
•oit mouvoir k rame autour du point par lequel' k 
carae c& attadiéeaa vaKTeau ^ & il n'y aoroît pas d^équi- 
fibre; ce qai eft coocre l'hypôthèfe. 2^. Cette force ré- 
fultante y OU plutôt la réfultante des deux forces qui paf« 
fenc pat le point d'appui de chaque ramé y des deux côtés 
4u i^offeau/doic ètn enéq^libfe avec k force perdue 

i) 
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par le vaHTeau^ de avec la prcffion de Feau fur la îxnÈ^- 
face du vaifleaU'; c'eA*à-diœ 9 que laf ré&dtante de cer<^ 
deux dernières forces doit être égale & diceâement; 
oppofée à, la réfuitttnte des^ deux autres forces. Tel efb 
le principe par le^pel on peut fe faire une idée nette^: 
& précife de L'aâion des rames , &c de la manière dont 
elles fervent à mouvoir les navires.. 

Pour fixet les idées fur cette matierie^ je regarde ler 
mifTëau comme une ligne- ^J?. [fig: 27. )^ fie la rame- 
l'CG comme une autre ligne ^mobile autour du poinix 
fixe C\ Cela pofié >.confîdërons d'abocd le navire au pre*» 
mier infiant de fon. mouvement» Je regarde la main ap% 
pliquée en F comme un. corps M qui tend à fe mou- 
voir avec la viteiTe a. y mais, qui ayant lo vatfleau 6c lar 
xame à mouvoir > na gardera, réellement que la vitefie :^^ 
de forte que M ^a — ^) fera la force perdue par la 
maîm Maintenant, fî on fuppofe que la main, fe meotr 
de F\t&Ay le vaifTeau, ainii quele point C de la rame i 
fe mouvra de B vers Azsitc une vitefle»»^ de le 
point F de la rame fe. mouvra vers ^:avec une viteflb 
«;= z^ Doocfi on imprime à . tout le fyâême du vaîiTeaii 
& de lar rarne^ des mouvemens égaux & contraires > il 
faudra que. ces mouyemens fiiiTent équilibre avec la 
force M,x {a — ^). perdue par la force motrice; Donc 
fi on. nomme ^. la fommedes produits, des? parties- de 
la rame par leurs diftances à C^^ le.^ofinusde Panglo 
jFCO(CO étant perpendiculaire à jiB),Gh fomme 
des produits des parties., de la.iame padcquarcé de 



fevas dlftances^à C^ /a la mafle du vaifleau ^ m celle de la 
rame; on aura les deux équations fui vantes pour le pre* 
jnior inllant du mouvement ^ 

^^ 9Ê' 

^ V F c 

: Soit F £7as nC G ssa p, oa aura listf éqqafiônr 

^-= "^ ."" — ; (r= ? — ; &ft>Bftituïnf ces va*' 

feurs , îlViendra deux équations qui donneront les valeur» 
deiz 6C de ^^ au premier in^ftknt dû mouvement; 

Dans les inftans fuivans on fiippole que le vaifleau foît' 
parvenu à une vktttc uniforme ;; 6c on demande quelle 
eft la loi" de la vîtefle de larputflance F^ pour-ehtjctenir 
le vaiiTeau dans cette vitefle. 

Soit JTlcfpace parcouru pa^la puiflance JT depuis' le 
«ommencement du mouvement; là vitefle inftantanée 

i X 

de cette puîfl"ance> ou plutôt dé îa mafle 3f ^ fera 



L * 



dt ' 

(bit de. plus -âf*/^' raccroiffement inftaatané que doit 
recevoir la force F pour maintenir le vaifleau- dans foa 

«oBvemenrimifecm. ; on aora donc Jtf ;,' - J!^ 

pour la force qui doit être [^efdue 4 chaq^c-inftaot au) 
point F 9 c'eft-à-dire ^ qui doit être en équilibre avec les 
autres forces dont nous aUonr parler.: 
. j&<»^iv>miae / b4iâaiiçe;de el^tq^e goiAtdeia rame:^ 



au point Cy on trouvera que —• j-^^ ^^^^ ^^ ^^^^^ 

perdue à chaque inûant par chftQQç po^nt deja i:adie# 

Enfin ^comnie le peine C où la rame eft attachée ^ a le 
mêÂie mouvement que le valfleau^ âc que la rame fe 
meut outre cela d'un mouvcinent de cotation autour de 
C, chaque point de la partie C<P delà rame frappe l'eau 
àrdi«qtKf . ioft^nt Avec k vîteHk r? if. fvâ^yvit'J^ Jijt <^.de 

C veisjff avec une vitefle de rotation ;=? ^ ■ ; 

Tut 

Soit donc y la réfiftance de Teau contre la rame > y Me 
moment de cette réfiftance par rapport au point C, & X 
la réfiftaace de Teau contre le vaiâeau s oa aura les deux 
léquatîonjB fuivantes ; , ' 

'^^'Z' Mid X y. . ghiiX 

^ r en y r d t* 

,_, MddX ^ GddX' , 

{Mp jt; — )r -;rjrr^ y =o. 

Pour faire ufage de ces équations ^ îl eft àrcnaarquerj 
1^. quç U réfiftance A çft donnée, par la connoif^cc 
que Ton a de la vitefle u ; & qu'on peut fuppdfer cette 
réfiftance A égale à une certaine malTe ^ animée d*une 
certaine force accélératrice ^r ; 2^ que ft on nomme -^ 
Fangle ^ C^ au premier inftant ^ on aura ^ = coiinua 

(f ^HH-»*r-) } 3^ que chaquepoiat delà pa«kC^ 

frappe Teau avec une vitefle =~^— ; — i» À i d ou 

iilte une fdJSft»Me fur chaque foiiit^ la<pMfclle -eft: 



ptoportîonncUe à <// ( "^^7 «'^)* >« ^> J^ étant 

ÎSL denfité de reaujde manière que ysssjTS^df x 

(— î— -— ^— »A)*/ 4®. enfin que le moment de cha* 
r 8 t 



^ d X 
rit 



■ 

^ue eflfort par rappcMt au point Ç eft fdfxJ^x( 
^uhy-, d'où il s'enfuit quey '«=/J» / ^/ x f -ii2L^ 

•t- : — - — I en foppofant que la rame foit dans? 

Peau jufqu^aa point C, ou aflcz près de ee point. 

On fera ces <fifl£rentes fubftitutions ; après quoi chaf- 
fittit riiiconmie/% on aura une équation dl^iseAticlk dtr 
fécond ordre , dans laquelle il n y aura que X de variai 
Ble ^ & dont Tintégration donnera la valeur de X. Cctt^ 
valeur étant connue y on aura celle de p' par Tune des 
deux équations. 

Je ne m'étends pas davantage fur cette matière , parce 
qu'elle a été favamment traitée par M. Euler dans les 
Mémoires de Berlin de 17^7. Je n'ai voulu que montrer 
ici comment mon principe de Dynamique s y applique^ 
Il eft vifîble auflî que les équations ne feroient pas plus 
difficiles à trouver par le même principe^ fi la vitefle* 
4u vaifTeau ^ au lieu d'être uniforme ^ étbit variable. 

J'ajouterai que dans le calcul de la réfiftance de Teaa 
fonttt lea cames ; il faudra ( flTon veut faire ce calcula 
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exaâetnent) avoir égard à une remarque que j'ai éfp. 
faîte ailleurs fur la réfiftance de Teau contre les aubes 
des moulins. "Voyez \t Traité de T Equilibre X Ju mou^, 
vemeru des fluides, Paris 17^4 , p. 370 & 371 , Art. 3^7 
& 3tfS« Au reftc on n'aura pas befoin de cette confidé* 
ration, fi on regarde la ramé comme une furface de peu 
de largeur y pçrpeadiculaire à Pextrémité de là rame ; 
car alors f fera =s=/^> & fi on nomme X: la fuffâcc de la 

— - — — « hy ; & y'isszi'f Ji 

/ — — — ^^ )* , ce qui rendra les équations plus finbj 

,ples ; on pourra de plus, fii'on veut,Xubftituer dans ces 
^uations^à la place de t/ AT & de ddX, leurs valeurs 

en k tirées de Téquation =s — ^ — . Mais 

?près toutes ces fimplifications , l'intégration finale refleti 

j:a encore très-difiSicile;. 

> 

JEin du quatrième Memoia. 
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CINQUIÈME MÉMOIRE. 



iDémonJhation du principe de la cojnpofidon 

des Forces. 

jVl . Daniel Bcrnoullî a fait voir dans les Mémoires de 
l'Académie d« Peter/bourg , Tome I , que le Problême 
de la compofition des forces fe réduifoît à prouver > 
qu'un corps pouflé fuivant deux direâions quelconques 
par des forces égales^ décriroit la diagonale d'un rhombe^ 
^ont les côtés feroient les direéTion^ de ces forces , & 
leur feroient proportionnels. C'eft donc cette dernière 
Bropofîtion feuleque nous nous attacherons à démontrer. 
Ce n eft pas que M. Daniel BernouUi n'ait lauflî prouvé 
à fa manière cette même Propofition. Mais la métho- 
de qu'il a fuivie^ quoique bonne & îngénîeufe, ne nous 
paroît^ ni auffi fimple, ni auflî rîgôureufe que celle 
que nous allons donner, i^ L'Auteur fe fett d'un calcûi 
analytique , qui rend quelques-unes de fes démonftra- 
tîons aflez compliquées, fur -tout celle de fa Propor- 
tion V 1 1 ; au Heu que toutes nos démonftrations feront 

irès-courtes , fans calcul analytique , 6c fondées fur la 
Opu/c. MaiA. TomeL Y 
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Géométrie la plus fimple. a^* Le rhombe duquel iJ part^ 
eft le quatre ; ce qui exige un Théorème de plus , pour 
prouver qu'un corps pouffé par deux puiffanccs égales 
qui font un angle droit y doit décrire la diagonale ; au 
lieu que le rhombe dont nous partirons y eft celui de 1 20 
degrés .dont la démonftration fe fait, pour ainfi dire> 
à l'œil & par la feule infpeélion de la figure, j^ M^. 
Bernoulli démontre bien en rigueur la Propofition dqpt 
îl s'agît pour tout rhombe dont l'angle fera à po de- 
grés comme nombre à nombre i mais il ne le démontrer 
pour le cas où cet angle feroit incommenfurable, qu'en 
îiippofant la divifîon à l'infini. Or quoique cette manière 
de démontrer puiffe être admife en Géométrie , on fcnt 
aifément qu'elle n'eft pas au(ïï rlgoureufe qu'on pourroit 
le defîrer*. 

L'écrit qu'on va lire, n*a donc d'autre nxérite que de- 
démontrer d^Une manière plus fimple & plus rigoureux 
fe 9 la compofition des forces dans le cas du riiombe ; 
£c je ne me fuis déterminé à publier cette démonftra-^ 
tion, que par la confidération de l'utilité dont elle peut 

PROPOSITION l. 

Si trois puiffances égales agiffent fuivant lés lignes Ir^^'^ 
ACy AE {fig,. 28.) , qui faffent entr'elles des angles de 
lao®, il y aura équilibre. Cela eft évident , puifqu^il n'y a 
point de raifon pour qu'une des puiffanccs l'emporte fur 
l'autre^ étant toutes trois difpofées abfolunnent de la même 
manière entr'elles» 
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COROLLAI RB« 

Donc la puîffancc-^D réfultante de ^B&c^C doit 
être égaie à AB ou jiCiC2Lt cette puiflance doit être 
égale fie diredement contraire z A E. Or Tangle fi^C 
étant de 1 20^ ( hyp.) > ^ i> = ^ J? eftla diagonale du 
liiombe B ADC. Donc deux puiifances faifant entr'el- 
les un angle de 1 20^. équivalent à une feule repréfentée 
par la diagonale* 

PROPOSITION IL 

Si deux puîflances égales repréfentées p^tAB^ AC 
?>%• ^P* ) 9 ^o^^ parcourir la diagonale AD du rhombe 
fait fur les cotés yii?,^C; je dis que fi on divife les 
«ngles B AG^G AC en deux également par les lignes 
Aèy Acj deux autres puiffances repréfentées par ^^ & 
par^i? feroient parcourir la même diagonale-^/). 

Car fuppofons qu'elles fiflcnt parcourir une ligne 
AO >^AD: foit fait le rhombe ALb Ijài foit pris 
w^ / : -^ ^ : : -^ ^ : -^ O i il eft vifîble , i ^. que A I fera 
^<:^AL\ car puifque les rhombes ALbl^AbDc font 
lemblables ^ on aura AL : Ah : : Ab :ADi or AD < AO 

{hyp)i donc A L.ou ———^ — —— ; donc AL> AL 

a^. Siant^KndAo^sesAI^ il eft vifible que la puiflance 
Ai équivaudra aux deux puiffances -^/, -^ 0, puifque 
K hyp ) ^ O équivaut kABSx.Aci donc au lieu de A 6 
en p^oc fubftitucr les deux puiffances AI^ Ao^àL vzt 
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conféquent au lieu de Ai^Ac^oti peut fubftîtuer les^ 
deux puiflances égales AI, AK , & une puiflance= 2 Ao};. 
or les deux puiflances AI^ AK équivalent à la^puifTance 
Q.Ai , puifque ( hyp. ) AB , A Cy équivalent à 2 A G.ovL 
A D. Donc les puiflances Ab , Ac ^ équivalent à 2 ^«^ 
^ 2A(s Or il eft vifible que li étant =:-^Z, & par 
conféquent > AI y on a IQ> A ii de plus Ao z=zAJI 
eft < AL y & par conféquent que ^/; donc 2 -^^ •+■ 2 Axy 
eft évidemment < 2 Al-^ 2IG y c*eft- à-dire x < A D^ 
Donc les deux puiflances Aby ^c feroient tout-à-la-fois 
équivalentes à une puiflance AO> AD y & aune puif-^ 
lance 2 Ai^2 Ao< AD ; ce qui eft abfurde.. 

SiAO étoît < -4 D ^ on trouveroit alors par un raifon*^ 
nement femblable y que 2 u^i -H 2 ^o feroit > ^ 1> ; 6b 
ainfl la puiflance réfultante de AbàiAc feroit encore 
tout-à-la fois plus petite & plus grande que -^ D ; ce 
qui eft abfurde^ Donc-40 eft = ADy & en cfiet il n'y 
a plus alors aucune contradiûion ; car les points / & a 
tombent en £ & en /> 6c on a 2 Ai^ 2Ao^*b AD^ 



Cqrollai&eL. 

Donc fi deux puiflances quelconques égales entr'elles ^ 
agiflent fuivanc les direâions^^r^^; la force qui en 
réfultera > fera repréfentée par la diagonale d'un rhombe 
dont les cotés feroient proportionnels à ces puiflances». 

C O R O L L A.I R E I L 

Donc aufli^ & par la même caifon 9 cette Piopcfidon 



'DES TO JCC E S. 175 

leâ Vtaiè pour deux puifTances égales qui- formeront 

cntt'elles unanglc"= — j & de même pour . 

B A C 

& eir général pour ^ — > n étant un nombre entier 

çofîtif quelconque* 

Corollaire IîL 



Donc ( CoroU. Propof. précéd. } deux puiffances éga« 

lès faifant entr*elles un apgle •= — p- , donneront toa* 
jours la diagonale. ^ 

PROPOSITION IIL 

Siîà force qui réfulte de deux puiffances égales^ àgîiîanf 
fiii vant^ j&; À C(^. 3 o.)^ eft repréfentée par la diagonale 
<i^D;que la force qui réfulte de deux puiffances égales ^ 
dirigées fuivant deux autres lignes quelconques Â6 &L 
jiûp foît de même repréfentée parla diagonale durhombe 
fait fur ces côtés ; qu'enfin iaifant l'angle b'AB=:^bAB ^ 
là diagonale A B repréfente de même la force réfultante 
àt A b (x, deA b^i je dis que fi on fait l'angle gA c 
i=^gAii^ ylcs deux forces Ab\Ac' donneront auffi lat 
idiagonale. 

Car {kyp.)\^ force A fi^ équivaut à Ah^Ah^\ &t 
ipar conféquent AB,ACy équivalent à Ab y Ae , Aé^^^ 
Ac^i or (Ayp) Ab, Acj équivalent àla diagonale 2 Ag; 
donc puîfque ABy -^ C équivalent à la diagonale -^ D > 
tlja^:t&^sss2Ag-ir^g(^>^^p^c!^ào^^ 
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à ^gC\ ot g <? =a= A g* y puifque ( conftr. )A^^6tS$i 
font égales & parallèles. t)onc Ab',A'c' équivalent à. 
ijig'i c cft-à-dire , à la diagoiiale du^thombe formé fut 
\e% cotés Ab' ; A c\ 

« 

COROI. laireL 

Donc en* général, fi deux puiflances égales quelcori^ 
ijues , fortnant un angle quelconque A^ donnent la dia-« 
gonale > 6c qu'il en foit de même de deux puiiTances; 
égales quelconques , formant un angle b , & auffi de- 
deux puiflances égales quelconques formant un angle 
A — è\ il en fera-de même auflî de deux puiflances 
égaler quelconques formant langle A^b, ouA+A-^Sp 
jp'eft- à-dire > 2 ^ — i* 

Corollaire IL 

Donc puifque l'angle de i^o^&de ■- donné Ia>> 

t • • 

.diagonale, il s'enfuit que Tangle de — ^^^ — la dontteMi 

auflî i de même & par la même raifon — ^ > &? en 

général • — ; de même puilque — ^-^j; — oc — ^p-* 

• • b • j 

donnent k diagottale , ■ ^'' ■ ^ ■ '' - la donnera , ainfî que 

.; — &c. i ôc en général -^^—^; — la donnera toujours^ 

f> étant un nombre efltJc^r poûtif quelconqiic^ainfi que^ft; 



- PAS rORC£ S. 
PROPOSITION IV- 

Sa deux puiflknces (LE^at {j£g. 1 1 • ) i égales entr'eiles , 

font auili égales chacune à deux autres puii&nces ^9»^^%^ 
& font entr elles un plus petit angle ; je dis que la force 
iréfijltgnte "des de^x p?enii«fçs , fèâ plas grande que la 
force réfultante des deux autres.. Carfoîent prolongées 
ci £ & et ^, de manière quect jS*' = et£, &ct^'±=scctf; la 
Ibrce réftiltante des forces égales ot B\ * %, divifera l'an- 
gle E' <»*X ^^ ^^^^ également, & par conféquent tonv 
bera dans langle E' aQ^ puifque -^ ' <* Ç > Q ^t % ( ^p. ) i 
9c il en fera de même de la force téfultante de ce ^ ' ôc 
de * jS, qui tombera dans Tangle O et â\ Donc la force 
féfuitantc de ces deux réfultantes , qui font évidemment 
égales entr'elles , fçra dirigée fuivant a P. Donc la force 
qui réfulte de aE^ ^ae^àc qui agît fuivant aP y eft 
plus grande que celle qui eft dirigée fuivant a ^, «tp^i 
& qui agit fuîvâint o^/^dîtn» unediieûion contraire. Donc 
la force qui réfulte de et JF & a^, eft auffi plus grande 
quelle qui réfulte de a i8 & <t p^. 

PROPJ3SITION V. 
Un angle quelconque i^Ap^ étant dpnné > on peut tou*- 

Jours trouver un angle — , ou qui lui foit égal, ou 

* 
qui en diffère moins que d'un angle donné >fc,fi petit 

qu'on voudra» 

Car il Qft évident i i^ qu'on peut rendis le dénomir 
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IlO 



Dateur a" fi grand , que — ;r^o\t < Ji : cela pofé^ mul^ 
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.tiplions par un nombre q Tangle j de manière que 

{^-f- i)x — ^^ — foit > iSxt %; & que— ^^— ; foit 

'< i8 * 5^^ ; ce qui eft^videmment poflîble : on aura ( y H- iî| 

^ ^ ^ *% ^-; — : donc à plus forte raifon (puift 



<^mn^ 



1 IlO «V f . I20 1 T\ 

;que A: > — 7-; > on aura .0 a ^ ; — < k. De 

même ^ puîfque --— ^ < i8 a % , on aura ( y -*- 1 ) ("tO 
-^0ctx^-(yH-i))(-^) ?:L!|î?«jc'eft-à-direjj 

.<yH-i);(— ^^f--)--^*;)^ <-^, & à plus forte 
wifon < k. 

C O R O L X A I R E L 

r 

Donc on peut toujours trouver {fig. 3 2. ) unan^ J? ct.e 
'<:i8fltp^,ou un angle J'cty^iSfltp^, qui diffère de iS a p^^ 
moins que d'un angle donné fi pç^it qu on voudra^ & qui 

j[bit= ' — , » & 72 étant deux nombres cntiexs 6c 

Corollaire II. 

Donc fi ecîA eft la diagonale du rhombe fait for let 

jcôtés CL j3, * 5^, $c qu'oii falTe * ^/& a/'*» a /S , on pourra 

toujours 
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toujours fuppofer que la diagonale faite fut <l E^^e ' 
diffère ce a / auflî peu qu'on voudra ^ ainfi que la dia-^ 
gonale faite f«r cl F, */", les angles Eac^FtL f étant 

des multiples de ;; — ^. 

PROPOSITION V L 

Deux puiflances égales aj8 ^ a ;^ (j£g. 3 2. ) formant un- 
angle quelconque > donneront toujours pour la réfultante 
la diagonale a J^. Car fuppofons d'abord quelles don« 
naifeat aJU , c'eft-à*dire ^ plus que la diagonale ; ôc foient 
fuppofées les puifTances aE ydcy égales à a ^ ^ a ^ ^ ôc 

formant entr'elles un angle — —^ — < iS <* p^, & tel que 

la diagonale furpafle a J^ d'une quantité moindre que 
J^ K j( ce qui eft toujours poffible par la Propof. V. ) ; il 
s'enf uivroit donc que la force réfultante de a E ^a e ^ 
feroit moindre que la réfultante de «t i8 & ce. ;^ ; ce qui 
^ contre la Propofa I V. 

Si <t R étoit fuppofé < a <^ ; alors en fuppofant F « 

» cti8«/a, & Tangle JFtf/= ■ ^ ' ""^ & > i8 «;^, on 
démontreroit de même que et J? ne fauroit être < x <r« 



Corollaire. 



. Donc deux puiifançes égales , formant un angle quel- 
conque > équivalent toujours à une feule puiffance re- 

préfentée par la diagonale du rhombe formé fur des 
Opufc^ Math. Tome L Z 



côtés proportionnels à ces putiTanccs^ & faifaM entre 
eux le même angle. Donc > comme M. Daniel BernouUi 
Ta démootcé > deux puiilânces quelconques > égales oits 
inégales , feifant entr^clles un angle quelconque ^ équi* 
valent à une feule repréfentée par la diagonale du pa^ 
sallèlogramme dont les côtés ieroîent comme ces puif» 
fances^ôc féroient le même angle. En effet M. Daniel 
Ber nouUi a: démontré d'une manière très-rigoureuie ôc 
Vès-élégante ,( y^oycBi Mém% de Petetfbourg , Tome: /^ 
P^g* ^K ôc 155), .qu'un corps pouiSé par deux forces;: 
f ui font emrelles un angle droit > doit décrire uneJigftd: 
dgalà^ à la diagonale. Or de-là fie des Propofitions pcé-*^ 
cédemes ^ il eft aîfé de conclure que cette ligne doit 
être la diagonale même.. Car foient ARy AC{fig. ? 3* ) i 
les deux forces qui font entr^elles un angle droit j 6c 
foient deux autres forces ABy AD^^ égales à celles-là i 
Ce faifant aufll un angle droit; il eft clair ^ que comme 
les foEces AC^ AD* fe détraifent, le chemin ducorps^ 
en vertu de ces quatre forces ^ fera % AB^ De plus (t 
les lignes^^^>^^^ (égales chacune à La diagonale AE) 
ibnt le chemin du corps en verm. des forces AR^ AC^ 
àiAByAD j il eft évident que les deux fiozces -^^j^, 
Ae' doivent faire parcourir au corps le même chemin 
que les quatre forces AB , ACy ABy A IX y dentelles 
font les réfukantes; par conféquent ces forces Acy At^y 
doivent Êiire décrire la ligne n AB. Or par les Théo- 
lêmes précédens lès forces Ae> A e' > font parcourir 
%Af. i)mcAJ^=?AB^ Donc les lignes ^^^ ^f% doi- 
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ffeot tomber fur les diagonales AÉ,AE\ Donc la 
(diagonale eft le chemin du corps dans le cas où les deux 
ibrces font un angle droit. 

Lorfque l'angle BAC {fig. 54.) n eft pas droit , il eft aifé 
de réduire ce cas au précédent; car au lieu de A Bon 
|>eut fubftituer les forces reâangulaires^JT^ A G \ ainll au 
lieu des forces^£;^C> onaura les forces ^(? j ^ Cf 
AFtOVii ce qui revient au même, à caufe de 2> €=AFf 
les forces reâangulaires AGyAD^quï feront parcoarif 
ia di^onale /^ £" du reâangle AG £ D. Or cette dia* 
i;onalc eft la même que celle du parallélogramme BACE* 



Fin da Gnqméme Méamre^ 
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SIXIÈME MÉMOIRE. 



Sur les Logarithmes des quantités négatives. 

JtL N 1747 & 1 748 , > eus avec le célébi e M„ Eulcr une 
difpute par Lettres , fur les Logarithmes des quantités 
négatives y que ce grand Géomètre prétendoit être ima^ 
ginaires y & que j^ croyois êtK réels 9 ou. du moins pou- 
voir être fuppofés tels. J'ai lu depuis dans une DifTerta** 
tion de M. Euler fur ce fujet, imprimée en 17$'! dans» 
les Mém. de l^Académie Royale des Sciences de Pruffe^ 
pour Tarniée 174^ , que cette même queftion avoit été: 
autrefois agitée entre Meffieurs- Leibnitz ficBernoulli; 
j ai appris par l'Ecrit de M. Euler, que M. BernouUi fou* 
tenoit le même fentiment que moi j & s'appuyoit en 
partie fur les mêmes jcaifons; ce que j ignorois abfolur 
ment , les Lettres que cite M. Euler de ces deux grands 
hommes^ ne m'étant tombées entre les mains qu'après 
la leâure du Mémoire de M. Euler , & après toutes les 
féflexions que j avois déjà faites furce fujet. Mais outre 
les difficultés de M. BernouUi , fur lefquelles je m'étois 
lencontté avec cefavant Mathématicien ^ j en avois en- 
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tore propofé à M. Euler plufieurs autres , qui me pà- 
loiiToient aflez fortes. M. Euler efTaie dans fon Mémoire 
de réfoudre quelques-unes de ces obje£lions>& laifle 
les autres fans réponfe^ne les jugeant peut-être pas 
affez folides» 

La ledure du Mémoire de M. Euler a rappelle mes 
idées fur les Logarithmes des quantités négatives ^ âc 
)'ai cru devoir expofer ici les difficultés dont cette ma- 
tière me paroît fufceptible ; cependant je m abftiens de 
prononcer ; je me borne à faire voir que la queftion n eu 
pas aufll décidée qu'on pourroit le croire» 

On appelle Logarithmes une fuite de nombres et^ 
progreffîon Arithmétique quelconque y répondans à une 
fuite de nombres en progreflîon Géométrique quelconque. 

On fuppofe pour plus de facilité ( car cette fuppofi- 
tion eft arbitraire ) que le nombre qui repréfente Punité 
dans la progreflion Géométrique y ait zeeo pour Loga* 
lithme. Du refte la progreflion Arithmétique eft abfo« 
lument à volonté , & peut fuivte telle loi que Ton veut- 

Non-feulement la progreflîon Arithmétique qui ré^ 
pond à une progreflioa Géométrique propofée ( pai( 
exemple > i , 2 , 4, 8 &c.) eft arbitraire, puifqu'il n'y a 
aucune liaifon néceflaire entce ces deux progreflîons \, 
mais encore , & par la naême raifon y la progreflion Géo* 
métrique qui répond à une progreflion Arithmétique 
propofée ( comme Oy ny2,ny ^ n &c. ) eft arbitraire aufli. 
Par exemple ; ces nombres i^r- ^i 4>rr 8^ 1 6^ -r- 12 &c.. 
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^ui font en progreflîon Géométrique y peuvent être fup3 
pofés avoir pour Logarithmes > les nombres de la pro« 
^reflton o^n^ any ^n &a 

Il eft de plus évident , qu'en imaginant une progrefr 
fion Arithmétique quelconque , dont le premier terme 
fbit zéro^ & dont les termes répondent à ceux d'une pro- 
^reffîon Géométrique quelconque > on pourra trouver leff 
Logarithmes de tous les nombres compris ou fous-eQ^ 
tendus dans cette progreOion ; par exemple ^ fi la pro«; 
^edion Géométrique eft une progreflîon de nombres 
^entiers quelconques > comme i > a ^ 4 , 8 &c. on pourra 
trouver les Logarithmes de tous les nombres moyens 
proportionnels à Pinfîni entre i ta 2,2 &4^4&s dcc« 
Car ces nombres peuvent être cenfés appartenir à une 
progreflîon Géométrique continue. 

G eft d'après cette théorie des Logarithmes^ que les 
Géomètres ont ^imaginé une courbe BMN {fig. 55'.) 
qu'ils appellent Logarithmique , & dans laquelle les or- 
4ionnées A By PM^ Z Ny T/^6cc. étant fuppofées en pro^ 
greflion Géométrique , les abfciffescorrefpondantes^P^ 
AZyAT &C. font en progreflîon Aridimétique ; A B 
^tant fuppofée 1 y & l'ablciflc qui lui répond en A étant 
a=^. On a trouvé que cette courbe avoit une ibutan- 
genre conftante P i? ; ,ôcle Logarithme du rapport de 
N Zz, AB ^^ égal au nombre qui eft défigné par le 
jrapport de rabfciflc AZ à la foutangeate P R. 

Soit AP=^Xy P^=>i réquatîon^= c*eft celle 
4|u« les Géometxes donnejot pour k Logarithmique i 
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iUe iîgniiie que ii on nomme h la footangente ^ a 1» 
]%ne que Ton prend pour lunité^ ôc c l'ordonnée à la« 



i^uelle répond une abfciiïe =: f ^ on aura 



eh 



ah 



(^i (e change enjr= c^^ ei^ faifant ^=i^&^?=s«.«. 

Pour entamer préfentement la queftion des Iiogarith-- 
nés des quantités négatives ; voici à quoi elle fe réduit** 
Soit imaginée la fuite de tous les nombres naturels^ de«^ 
puis zéro jufqaà Tinikii y tant poittifs que négatifs % 
r-^ 00 . . ,. — 2*.— i.a. 1.2.3 •^&c.»....oo ; ôcfoienr 
imaginas au -^deffous des nombres i > 2 ^ 5 ^ &c. leurs 
Logaritàmes^ o>/> ^> &c. lefquels formeront une fuite 
quelconque; IL eft d'abord évident que le Logarithme 
de 00 fera infini y de que le Logarithme de ç fera égal au 
Logacidune infini de 00 pris négativement. Mais quels 
feront les Logarithmes des nombres négatif «—i , — Xy 
Arc. ou y ce qui levient au même y que deviendra la ferie 
des Logaritlunes , répondante par fon milieu à zéro y èc 
fe terminant de part & d'autre à deux nombres infinis > 
Pun pofitif ôc l'autre négatif? J expoferai d'abord les rai-^ 
ions purement Métaphyfiques y qui autorifent à penfet 
que les Logarithmes des quantités négatives peuvent 
être regardés comme réels. A ces raifons j'en joindrai 
d'autres purement Géométriques^ & qui me paroiflent 
démonftratives ; enfin je répondrai aux objeâions.. 

En premici lieu*;; il p3toît.di£cjl& deconcevoic coo^ 
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ment une fcrie terminée de pan & d'autre par oo & — w . 
peut paffer du réel à l'imaginaire , lorfque x n*a qu'une 
feule valeur en jk> comme on le fuppofe dans la Lo- 
garihmique ; du moins ce paffage ne peut avoir lieu dans 
fes courbes Géométriques (a). J avoue que la Loga-. 
rithmique n'étant pas une courbe Géométrique^ cette 
conclufion ne peut pas s'y appliquer en toute rigueur j" 
mais elle fuffitau moins pour faire préfumer qu'une quan« 
tité, telle que la r-epréfentc rabfciffc de cette courbe, 
ne fauroit paffer brufquement de — oo à Timaginaire» 
14 eft bien plus fimplc de penfer , que k ferie des Lo- 
garithmes qui exprime les différentes valeurs de ^a: , & 
qui devient — oo lorfque ^ = o , revient fur fes pas 
lorfque j^ devient négative »& qu'elle jrepaffe de — oo 
à — ICO... ~î>' — 2, r— 1,0, 1,2,3 &c. &de-làà 
00 , tandis qjpe la ferie qui exprime à l'infini les diffé- 
2?eHtes valeurs négatives de^^, favoir, — t, — 2, 
i4- S &c. parcourt de fon côté fucceffivement tous les 
iK>mbres négatifs poffiblcs depuis o jufqu'à — 00 . Cette 
Kf^ppofition n'a rien que de fort naturel. En effet ; i^ 

' (a) Car pour que x n'ait qu'une (èule valeur en jf, il faut que la valeur 
cl^x exprimée en y > n'enferme aucun radical pair. Or cela pore) la valeur 
de ;c ne deviendra p^s imaginaire en faifant y négative. Il ne peut donc 
y avoir de courbes Oéométriques femblables à la Logarithmique , telle 
que la iuppofent ceux qui «regardeat le« Logarithmes des nombres négatife 
cpmine iuiaginaic^s \ c'eft-à-dire » qu'il ne peut y avoir de courbe Géo^né^ 
trique, dans laquelle faifant j' = «o on ait x s= oo , & faifant^ = o , on 
^li ^ ==— 00 ) dans laquelle enfin x n^ait jamais qu'une feule valeur en 
y > 6c cependant devienne imaginaire iQrique j fera négative. 

puifquç 
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jpuîfqué les Logarithmes répondans à une progrefïîon dé 
Nombres quelconques^ font arbitraires, qui peut empêcher 
de fuppofer que les deux progreffions — i — 2 — 3 —4 6cc; 

1 2 j 4&C. 
conddérées comme des progreffions différentes & indé- 
pendantes Tune de Paittre, ont les mêmes Leg, o^p^q &c X 
a®. Dans la ferie des nombres naturels 

foîent pris les nombres i & — i, on aura i r — 1 : : — : i : i ; 
donc — 1*== 1* j donc a Log. — i = a Log. 1=0; 
donc Log. — i = o ; or 11 Log. — i =0, il s'enfuit, 
félon M. Euler même, ( & celm cft très-facile à prouver) 
que les Logarithmes des nombres négatifs font réels , 
ou peuvent être fuppofés réels. Tout fe réduit donc à 
bien établir que Log. — i «= ou peut être fuppofé = o^ 
La preuve que nous venons d'en donner , parôît fort' 
fimple & fans réplique ; je tâcherai de faire voir dans la 
fuite de cet Ecrit , le peu de folîdité des réponfes qu'on 
a voulu faire à cette preuve ; mais avant d'examiner cti 
ïéponfes, je vais difcuter une objeftion à laquelle je ne' 
fadie pas qu'on ait penfé, & qui mérite cependant quel-.' 
qu'examen. 

La progreffion des nombres naturels 1,2,5 8cc. pour- 
ra-t-on dire, n'eft cenfée avoir des Logarithmes qu'en 
Yertu de ce qu'on peut toujours regarder ces nombres 
1 > a, 5 &c. comme appartenans à une progreffion Géo- 
métrique 5 dans laquelle on a omis les termes intermé-/ 
dîaires.. Or une telle progreffion nefauroit s'étendre aii^ 

Opufc. Math. Tonu I. A a 
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de-^ des limites « « d'uûe part « & eo de Tautce ; elle ne 
paiflera jamais au négatif >& aucun de fes termes ne 
peut être fuppofé avoir — . Donc &c. 

Ce raifonnement eil facile à réfuter. En effet fuppo- 
fons qu'on demande une courbe ^ dans laquelle les abfcif^ 
fes étant en progrcjjion Géométriqite y les ordonnées foient 
entr'elles comme les quarrés de ces abfcifTes ; on prou- 
veroit par la même raifon que cette courbe ne pourroit 
avoir d'ordonnées réelles répondantes aux abfcifTes né^ 
gatives. Car ^ diroic-on , dès qu'on fuppofe que les abfciC- 
fes forment une progreffion Géométrique » on ne fauroic 
les fuppofer fucceflivement pofîtives ôc n^atives ; donc 
la courbe ne s'étendra que du côté des x ôc des y pofi« 
tives. Cependant cet^ courbe feroit la parabole ordn 
naîre ^ s=s ;c* , dans laquelle x négatif rend^ pofîtif & 
réel. li en eft de même d'une infinité d'autres cas. 

On dira peut-être, qu'en changeant l'énoncé du Pra* 
blême > alors on voit que la courbe ^^^^r* , a des or-' 
données réelles du côté pofîtif ôc négatif des x ; païf 
exemple > fi on propofe le Problême ainfî ; les ahfcijjes 
étant en progrejjîon Arithmétique y trouver la courbe dans 
laquelle les ordonnées foient comme les quarrés des ncm^, 
hrts qui repréfentent ces abfciffes. Mais en ce cas on 
pourroit aufli énoncer le Problême de la Logarithmî^ 
que > de la manière fuivante. Trouver une courbe dans 
laquelle les abfcijfes étant en progrejfion Arithmétique 
ou en progrejfion quelconque ^ les ordonnées foient comme 
les Logarithmes de ces abfcijfes ^ at pbuâi en général 
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Un pareil énoncé fera entièrement difparoître la diffi- 
culté tirée de rimpoflîbilité des quantités négatives dans 
la progreffion Géométrique , ^ i ^i 2,4 &c. Difficulté 
dViUeurs illufoire , puifque les ordomiées de la Loga- 
rithmique formant une fuite continue fie non interrom- 
pue depuis o jufqu^ Tinfîni^ ne conflituent pas plus une 
progreffion Géométrique ;| qu'une autre progreffion quel^ 
conque. 

Il n'eil donc nullement néceffitlre que la progreffion 
oo..«.3>2^ijO^ — i^ — 2 ficc. appartienne à une 
progreffion Géométrique continue : il fuffit que Oy dernier 
terme de la progreffion pofitive , foit le commencement 
d'une autre progreffion Oy — 1, —2, — 3 ficc. qui revient, 
pour ainfil dire , en fens contraire fur la première, fie qui 
eft comme le complément de cette progreffion Géomé* 
arique. Car fi on cherche une moyenne proportionnelle 
entre i & 4 , par exemple , on trouvera également le 
nombre 2 de la progreffion pofîtive^ôc le nombre — 2 
de la progreffion négative. D^où Ton voit; i*^* que la 
progreffion négative eft le complément de la pofitive > 
puifque ces deux progreffions enfemblc donnent toutes 
les moyennes proportionnelles poffibles ; 2®. «jue le Lo* 
garithme de 2 fit le Logarithme de — 2 doivent être les 
mêmes , puifque faîfant Log. i = a, fie Log. 4. =/ , on 

aura: Log. 2 6c Lpg. — 2 cs=.— ^. 

L'obf^âipn propofée ne prouve donc riea contre Topir 

A a 11 
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Bien dont nous tâchons d expofer ici les preuves ;. 6c 

même cette objeâion approfondie devient elle-même 

une preuve de notre opinion. Mais comme Téquation 

yrzssx^ donne la figure entière de la parabole , voyons 

fi Téquation x^^i — y — yOVidx.^=~ -^ de la Lor 

garithmique>. pourra nous fournir quelques argumens en: 
faveur des Logarithmes réels des quantités négatives.. 
Ceft ici où commencent nos preuves direâes ôc Géa^ 
métriques^ 

Pour cela fuppofons en général <^;c =5 ;-^; /2*étant 

un nombre entier poOtif impair : il eft certain qu'on pourra 

conflruire la courbe à laquelle cette équarion appartient^. 

Il faut d'abord tracer IJlg. 55.) les hyperboles O P f^^ 

G FK y dzns lefquelles Tabfciffe ^^1^=^, & Tordon* 

née P N=^ • îl faut enfuite chercher Taire I — — =^ 

répondante à une abfciflè quelconque ARy en fuppofant 
que cette aire foit == o , lorfque y^=AN\\z courbe 
dont les ordonnées feront proportionnelles à ces aires ^ 
fera la courbe cherchée. 

Or l'on trouvera facifement qu'à une abfciUe quel-: 
conque >' , pofitive. ou négative y il répond la même va« 
leur de l'aire. Car foit An ^s=^ANybi Ar-=^ AR \ Taire 
répondante à Tabfciffe-^r fera NP O A-^Anp G ^npfn 
Or les aires A npG y npfr étant négatives par rapport 
à Taire NPO A^ qui eft négative elle-même par rap^ 
port à Taise NP S Ri il slenfuit que i'aire répondante à 



de: s qÛAJTTITE'S NEGSTITES. r#y 

rabfcifle négative^ r, c eft-à-dire> lordonciée x répoiir 
dame à cette abfcifTe y équivaut à la quantité fuivante 

51 s'enfuit qu^à deux valeurs de y égales fit d^ difFérens' 
fignes ^ il répond une méime vaièur de x. Donc toutes 

41" d f 

courbe dans laquelle dx = ; ^n étant un nombre 

impair entier quelconque^ a deux bj;anches égales > fetn^ 
blables ôc femblablenient iituées de part 6c d'autre de la., 
ligne des JT. Ceft aufllcequi fe reconnoît par l'intégra- 
tion de cette équation ^ comme M. Euler ea convient*. 
Il eu vrai que dans le cas de /2 =^ r > l'intégration n'a pas 
Mais la méthode que nous venons d& donner pour 
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tonflruîre la courbe d x=^ ; — ,par lïi quadrature 



id'une hyperbole^ dont fes ordonnées foîent = — -— ^ 

levé toute diificulté. Car Thyperbok ordinaire ^ dont les 

ordoruiées font , eft précîfément dans le mf me cas 

que les. autres ; fie il. eft impoffible de rien étabHr fur les» 
aires répondantes aux abfciifes de celles- ci j. qui ne con«^ 
vienne également à Phyperbole ordinaire» 
L'exemple apporté par Mr Euler ^de la courbey ^=iVax 
H- VC^^ ( ^'H;c)] > qui perd fubit^ment. un^dianMtte dans 
le cas de ^ s o » ne conclud rien pour ce casrci ; puif- 
que Ton voit clairement dans cet exemple la raifon pour 
laquelle la courbe perd fondiametrer& qu'sau contraire 
la conftmâion précédente étirée de la-conTidécation des^ 
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aires hyperboliques y prouve démonârativement que 1^ 

<i* et y 

courbe t/ at == doit confcrver fon diamètre dans 

tpus les cas« D'ailleurs il B'eft pas inutile de remarquer 

i^ue fi la courbje>^ «Va x -+• t/a^ (*-+->) perd; fon dia- 
mètre dans le cas où 6rr=0yCc n'eft pas parce que jr^ 
fuppofée négative , donne x imaginaire, comme M* Eu- 
1er prétend que cela doit arriver à la Logarithmique ; 
ceQ parce que Féquation du huitième degré qui réfulte 
de jK = Va ;r -I- l^'^-^i^b^x) , fe divife alow en deux 



équations rationnelles du quatrième , & que par confé-' 
quent l'équation appartient alors réellement au fyftême 
de deux courbes difFérentes > mais réelles ^ rapportées 
au même axe. Ainfi ce qu'on pourroit touf au plus con* 
dure de cet exemple , c eft que pour avoir les Logar. 
des quantités négatives, il faudroit tracer au-deflbus dC' 
l'axe ^r(y%v 3j.) une autre Logarithmique , fembla- 
ble & égale à la première, qui à la vérité ne formeroit 
pas* avec elle une feule & même courbe, mais qui n'en 
repréfenceroit pas moins les Logarithmes des quantité» 
n^ativâsV logarithmes qu'il feroit impoi&ble en ce cas 
d'exprimer autrement, qu'en fuppofant deux courbes di£» 
férentes. En un mot, il s'enîuivtoit tout au plus de 
Fexerople apporté par M. Euler^cjuc ^''équation géné- 
rale qui r^fermeroitr les Logarithmes des nombres > tant 
poTitifs que négatifk , appartiendroit au fyitéme de deuic 
courbes différentes ; mais il n'en » feroit pas moins vrai 
4|ue le$ Logarithmes des^ quantités négatives (eroient ou 
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pourroîent être fuppofés réels. Ainfi dans Téquation 
X =>^ ±1 y/Aa^yy , fi on fait y négative , x demeurera 
réelle ; mais les deux équation» x =^y ±l Vaa-^jyy 
icx^^ss^ — j^ ±1 V^aa^yy | appartiendront au fyftêmc de 
deux courbes di0érentes. 

Mais nous n'avons pas befoin d'avoir recours à cette 
confidération ; & il me paroît démontré ^ par les aires de 
lliyperbole équilatere ÂpoUonienne ^ que les deux Lo* 
garithmes > qui repréfentent y félon moi > les Logarithmes 
des quantités pofitives ôc négatives ^ appartiennent à un 
même fyfiéme 9 à une même courbe ôc à une même éqtra^ 
tion > 6c que la Logarithmique eft réellement compoféd 
de deux branchées égalés & feitibhbles , fembkblement 
placées au-deffus ficaù^defTous de fon axe ou afymptote^ 
^ Voici une nouvelle preuve de cette Propôfition. Que 
Ton confidere Téquation ^ = c* de la Logarithmique^ 
dans laquelle la foutangente eft fuppofée =s 1 ^ ôc qu'on 

prenne ■ ■■ «= y nôc m exprimant des nombres 

impairs quelconques ; on aura certainement dettj:^ valeurs 
pour c*, lune pofitive, l'autre négative; car alorj 

j^ = ±1 f/^c — . D*oii il s*enfuît qu'il y a du naoins une 

infinité de valeurs de ;r ^ à laquelle répondent deux 
valeurs de>^ égales Ac de fignes contraires ; ôc qu'ainfi > 
comme on le voit (Jig. ^7. ) ^ la Logarithmique doit au 
moins avoir au-defTous de fon axe une infinité de points 
conjugués auifi pcès les juns des autres que Ton voudra ; 
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c efi: aufli de quoi 2VL Euler eft convenu dans une d^ 
fes Lettres. 

Or je demande fi une fuiie de tels points conjugués 
ne repréfente pas bien une courbe continue ? On dira 
peut*être que les deux valeurs de y n^ont pas lieu dans 
cous les cas y parce qaoy sa» ^3 ^ ou c t ^ par exemple y ne 
donne qu'une valeur céelle de j^ ^ & ainfi de pliiGeurs 
autres. A cela on peut . répondre ^ que dans l'équation 
^ r= c* j c doit être fuppbfé avoir deux valeurs égaies ^ 
l'une pofitive y & l'autre négative. Car c eft le nombre 
dont le Logarithme eft l'unité : or il y a ^ félon moi y deux 
noxnb/cesi l'un poiicif « Pautre n^atif> qui ont i pourLo^ 
garithme^ On aur oit toit de dire que je fuppofe ici ce 
qui eil en quçAion \ je me propofe feulement de montrer 
^M'en fuppofant deux valeurs à c > on fauvera la contra*» 
dii^lion^ qu'une courbe compofée d une infinité de points 
conjugués > dont la difiance eft moindre qu'aucune ligne 
donnée^ ne foitpas une courbe continue* Dureflç j'ai 
expofé ci-defTus les preuves direâes qu'on peut apportée 
pour la réalité des Logarithmes des quantités négatives i 
& par conféquent pour les deux valeurs de c. 

On peut confirmer ces réflexions par une autre* Soit 

Ç (/%*• 3 8. ) un point quelconque pris dans l'axe, ou afymp- 

cote de la Logarithmique ; je dis qu'il répondra toujouM 

a C0 point deux ordonnées égales & de figne contraire 

Ç S^ Q R. Car ayant pris à volonté fur Taxe les parties 

AQyQF égsdes entr'elîes y & tiré les ordonnées B Af 

J^ M/^ïl eâ clair que Pordoxmée au peine |2 fera moyenne 

proportionnelle 
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|)roportionnclle entre JS^f & P^Mi oï cette moyenne 
proportionnelle eft également -f- \fB A.PM=: QS^^ôc 
— VF37PÂf *=i ^ QS ouQR. bôric Ôcc-Cefr à'in/î 
qu&dftns ûneParôbok,l'ordonnée, qui eft toujours moyéû- 
àef proportionnelle entre le paramètre & Pabfciffè y èlt 
également poiitive & négative. : '[ 

M. Eulér objè&t dans b Lettte dont j'ai patlé èî- 
iâefius , que la courbe dont l'équatiori eft^-sTs — i* , ou 
en général =a=— a^y eft compoféé d'une infînîté'àe points 
i^njùgué» infiniment proches:, 6t qiïe cependant cettç[ 
courbe ii'feft "pas continue, piii^e , pat ekéniple i Wt^- 
donnée eft imaginaire lorfijue-^«|;^*- '- 1 - 
.. Je réponds quf jk =';--a*^njéfti;équ^^^ qup(.4*ûîljfe 

partie de ta courbe. Car> = — a* donne ijy ssrz'x l. a ; 

or /,-^ tf'A; />4-:ir étant ég3ux'>îlrâ*enfuit' q^'e*l\)tï a- éga-' 
iemeht /jK ^^xl.rr- a^ &^l^jy,=rxl4i;paLr conféqycnt 
ty^ '^i±L a ; ainfi Téquation de la courbe entière eft 
^ tt= +ii2^* vOnn'eft pas plus endroit de prcïidrè;>^ s»«*V 
Off^y s»:-^-ttff>:poui 1 équation db-toute-Ja courbé , qu^ofr 

W£ le ïeijoît dev^^ prendre^ afe*%»7i/iF;eoj/«B=i:>--V^pouc 
l^éq«atron d'une Parabole entière* >.' .-.'. .: : . . ï 

il - Yoilà^ les jràifons qn-on-peût apporter en ftfvéur des 

: Lbgaii^mes réels des quantités négatives ; raïTons- ^î 

^dJwuifiat:; cd nie fembk y beaucoup de poids^ à <felles de 

J^^BeknôuUis ilnefera pas inutile d^èxaminer d'une tnuA 

tAitp^^ialpaf^dduÏMœ Wpreuves apportées par ce grand 

fSéM»ç«ei> & lesiiépanfes qu'on y a /aatés. . '^ ' 

:. A^laicpRmnqreirairon^de M«:Bernoalli^ tirée dé ce que 
Opujc, Math, Tom< L B b 
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-^ & que par confôquent /. — a: = Ik 



X X 



on objeâc que par la m^me raiforLoti ptouyeroic que- 
L.7X=='L.Xj^ & eu général que X«i»xs=X.Jc. Je» 
conviens i mais je ne vxûs pas ce «quç cette conféquenca 
peut avoir de choquante. 

En eifee queâ^ce queX.^r^e^ regardant x comme 
rprdonnée d'une Logarithmique f C'eû le Logarithme dm 
rapport dex à une ordom^e 6 que: Kon prend pour ^uni«^ 
té* Qu^eftrcc que Iç Log^ de /f *? C cil en^ génépi Im 
Logarithme du rapport de a x aune ligne quelconque « 
que 1 on prend pour Fuxiité. Si on fait cns ir ^ on trouyem 

jyjtfmentquëLôg. — — i— =/'-—— •4-'^ — r~j ouf. nx; 

• •• ■ 

s;s/;r-+-^//&/maiâ û âai£^tc«^iI^>on•alka/* 




= / ^= / jc. Ehgénéral il eft évident que ti on prend 

j..iz pour zéro > ou> ce^qui revient tu mème> Il on prend 
jji; pour repréfenter Tuittté yl.&x fera égal auLogackhnow 
4e X. P^urquâi donq tn fHenant — i pour repcéfentor 
Tunîté y c'éft-à-dire > pour lé nombce dont leLiOg; ?epro i 
^'auroit^ti pas Z^«/»;r3s=£ . ^^ 4^ssb£ ,,m.î D'sulkurs om 
peut oblerver ; i^ qu en £ûfant /• n x=*^lx, on nl^ 
donne point une infinité de branches à bi Logarithovik 
que y comme le croit M^ Euler ; puifque i. n xàiixfupt 
{ofés ^iix y afpp^ennent à la menu Logaridbloiqurtii. 
dont If origine eft fuppofée feulement en: diffiérens pofm$ > 
i^ na^mequej/j^s?ax±:.^repcéfeiite^àpro^ 



• • 
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parler, une feule & unique Parabole, dans laquelle rorî-> 

gine des abrcifles eft plus ou moias avancée, -a*. Qu9 

quand /.«4f ècJ je, fuppofés ^ux , apparciendroienc 

i des Logarithmiques différentes ; il ne s'enfuivroit pa9 

pour cela qu'il en fut de même de /*& de^.— *j 

IHiifque ttous avons prouvé par la conflruaion des aires 

de l'hyperbole équilatere, que/A^fic /. — jc donnent à 

BLogarithmiquc deux branches égalés de femblablement 

ficuéeç pat rapport à Paxe, 

Qbautii ce qu'objede M. Eulcr., que fi Log. — i étoît 

«=0 i ce qui rçnveriè , félon lui ^toute la doûrba des ma\ 
gihaires j je ne vois point en quoi cette conféquence fç- 
joit abfufdei . 

En eflfec tout fyftême de Logarithmes eft arbitraire en 
foi ; ^ il eft clair que o, o , o, o «ce formant une progref^ 
fion Arithmétique, je puis au-defliis d'une progreiGoa 
iiéométrique quçlconqup, imaginer une fuite de zéro» 
gui feroM chacun les Lpgar. du nombre qui leur répoad, 
Âinfi pofant o pour le Lqgarithxne de i & de — i , j'aurai 
^ "^"- »- Lc^hhtne -^^ '^ - *'^- — » •*- V— j 
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D'ailleurs on peut prouver par la Logarithmique même ; 
^tie les Logarithmes d^^ quantités iinaginaîrcs peuvent 
^reiféels^En effet {^. j8.) la riioyenne proportionneliè 
mttcJlB & la négative Q-R eft imaginaire, & cette 

inoycnoe proportionnelle a pour Logar# ^O =5= — ?-^ 

Bh ij 
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Mais > dkà-t-on, que deviendra daric alors cette Fro^ 
pofitîoa , que- le rayon eft à la circonférence comme* 
f/HTT eft à 4 /y .177 ? Je réponds, que il dans cette Piro» 
pofitîoa / \^ — I n*eft pas = o , mais imaginaire , cela 
vient àa fyftêmc de Logarithmes que Ton fuppofe 
dans l'équation entre les arcs de cercle i^ & leurs finus x^ 

En effet d ^^=s ^ donne i/'^aas ^ ^ ' ■ 

yi — XX y^x * — ï. 

; d'où Ton tire x, = — : Lo^^ 



■ — » Cette équation appartient à un fyftêm0 



y^x X — 
de Logarithmes > tel i^ que la foutangente de la Loga«) 

rithmîque qui le rcpréfente , foît — , c'eft-à-dirc J 

imaginaire ; a*, que le Logarithme de ^ foîr 

imaginaire , en donnant à x toutes les valeurs poflfibles^f 
depuis o- jufqu'à l'unité. C eft un fyftême de Logarithmes 

Particulier, qui n'a rien de commun avec Téquation dé 
i Logarithmique x^=ly ^ dans laquelle la £butangente 
eft réelle , 6c dans laquelle j/ eft fuppofée toujours réelles 
Voilà donc ^ ce me femble , la contradlâion fauvée. 

Avant que d'aller plus Loin y j'obferverai que les réduc^ 
tions des Logarithmes en feries ne peuvent rien profi^ 
¥er, ni pour, ni contre les Logarithmes réels des quan^* 
tités négatives ; i^. parce que cesréduûions ne donnent 
point toutes les valeurs poffibles de la quantité qu'on. 
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développe de la forte ; 2^* parce que la ferie eft fou^ 
vent divergente , & par conféquent fautive. 

Il faut maintenant pafler aux preuves pcfitives ^ par 
lefquelles M. Euler tache d'établir que les Logarithmes 
des quantités négatives font imaginaires. Ces preuves 



font fondées fur ce que /. i -h» = /z » repréfente > fé- 
lon lui 9 tous les Logarithmes \ fuppotition qui me paroîc 
pouvoir être contredite î car » pétant infiniment petit > 

& n infiniment grand ^ comme il le fuppofe > i -H <» ne 
£iuroit repréfenter que des nombres pofitifs. 

D'ailleurs > en admettant même cette Aippofition > il 

me paroît évident que Téquation i •+• — — = cofinus 

mi— . n ±L V — I • fin* '^ — • n, à laquelle 

parvient M. Euler , & dans laquelle n = 1 8 o® , j^ = Log* 
— I > & A un nombre entier, quelconque , donne non-feu- 
!ement>^ = ±i ( a A — i ) n v^— i y comme le veut M* 
Euler, mais encore>^=d> puilqu'en fuppofant ^ == o Ôc 

iip=s€o dans réquation i 4- &c. on a i =: i. De plus 

dan&cette équation même i -H == cof,. — ^— 



% -K^mm X 



I fin.. — • n, foît A =»= £ts= M > onf 



A 



auca 1 ■ ! ■- = coC a FI ±i •— i •^fin^ a n , ou 

n 

^ .4. «J^^ I i^donc y^^ù» Ainfîj^ = a, eu une des 
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valeurs ait y que donne Téquation i Hh--^ st= tLci^ 

trouvée par M. Euler* 

Enfin il me femble que M. Eulet ne répond pas d'une 
manière facisfaifante > p. i (^3 > à Tobjeâion tirée de ce 
que 2/.-+-«=5t/. — ^. Cette formule ûgnifie ( ou il 
faut renoncer à toutes les dénominations analytiques ) 
^uc le double du Logarithme de -Hix eft égal au double 
edu Logaritïime de — a, ôc non que la foname de deux 
idiiférens Logarithmes de -4^ it> eft égale à la fomme de 
.deux différens Logarithmes de -— it. En effet foient làiaf'. 
^eux nombres pofitifs & réels ^^ui ayent^ &/pour Lo-; 
garithmes ; il eft évident » comme nous l'avons déjà dit p 
que la moyenne proportionnelle entre i & a* fera éga- 
lemept /x & — ^ > ôc que le Logarithme correipondant 

fera *-^* Donc— «=/.-t-^, & ^a=A— ^.IlnVt 

point d Wgument ni de calcul > quelque fubtil qu'il puifle 
être 9 qui foit capable de renverfec une Propoiition il 
fimple. 

De toutes ces réflexions il s'enfuît, ce me femble; 
qu on peut fuppofer indifféremment > ou réels , ou ima- 
ginaires , les Logarithmes des quantités négatives* Tout 
dépend uniquement du fyilênie de Logarithmes qu'on 
choifira. Mais je ne crois pas qu'on foit fondé à foutenir 
exclulivement £c en général , que les Logarithmes de 
joutes les quantités négatives foient i^naginaires ; comme 
on ne pourroit pas foutenir en général; ni que le Lo« 
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pLcïéime de i eft néceflalrement = o^ ni que le Lo*« 
gacithme d^une quantité poficive 6c réelle eft toujours 
fiéceflairement un nombre pofitif. Car on peut fuppofer 
vne fuite de nombres imaginaires on prôgreiïion Arith-*- 
iiiétique> qui répondent à des nombres poHtifs & réelsr 
en progreflion Géométrique ^ 6c qui par conféquent foienr 
les Logarithmes de ces nombres. Il tty a aucune liai-^ 
foni nécelTaire entre une fuite de nombres ^£c la fuite 
des Logarithmes qui leur répondent. Mais quelque fuite 
de Logarithmes qu'on fuppofe^ les propofîtions fonda- 
mentales de la théorie des Logarithmes y feront tou* 
)ours vraies } favoir ^ que fi on fait Log. i »= o ^ /^ i=p ^. 
/^ s=a ^ ^ on aura Log. a^«=/a-^-/^ = jp 4- j ^ 

/, ■"sss ta — /^=/^ — y, & ainfî du refte. 

Je comptois terminer ici ces recherches , lorfqae le 
Commercium Philb/ophicum éC Mathematicum de Mef- 
fleurs Leibnitz 6c Bernoulii ( imprimé à Laufannc 1 74; )9 
m eft tombé entre les mains i 6c j'y ai lu avec foin tou« 
l^s les Lettres qui roulent fur cette queftion > Tome 11^ 
^g. 26^ 6c fuivantes. Outre les remarques judicieufes 
de M. Euler fur ces Lettres ^ remarques qui font ren»* 
fermées dans fon Mémoire de 1 749 y 6c auxquelles je 
renvoyé j voici quelques obfervations que cette ledure: 
m'a ùk naître» 

m 
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cft imaginaire y parce que , félon lui ^ le Logarithme dtr 
— 1 eft imaginaire , auroit dû , ce me femble ^ pbfervcr 
au contraire , que fuîvant les notions les plus communes* 
de l'Algèbre > le rapport de i à — i cft exprimé par Ic 
quotient de i divifé par — i ^ ^ que par conféquént . 
ce rapport cft = — i > c'eft-à-dire^ eft une quantité 
réelle. Ce feroit une grande erreur de penfer que les 
Logarithmes expriment les rapports j ce feroit comme 

fi on difoit que '- ou 1/ a =tLog. 2 , ou en général' 

que Jl. =/tf — /6. Rien ne feroit plus faux qu'uoe 

telle idée ; il ne faut pour le fendr , qu'un peu de con- 
noiflance de la théorie des Logarithmes. Il eft vrai que 
plufieurs Géomètres, entrautres M.Cotes^ont regardé^ 
les Logarithmes comme la mefure des rapports ; mais 
par cette expreflîon ( qu'çn auroit tout jiuffi-bîen fait de 
>ie pas adopter) ils n'ont apparemment voulu dire autre 
chofe , finon que les rapports étant égaux , les Logarith- 
mes font égaux y & nullement que le Logarithme d*uti 
rapport peut être pris pour le rapport mêpie. En éfFetr 
le cas de l'égalité des rapports eft lé feul où lès Loga- 
rithmes foient cntr'cux comme les rapports. Airifl on 
peut dire que le Logarithme de 7 eft à celui de 7 comme 
i eft à 7 ; mais on ne dira jamais qu'en tout autre cas^ 

— ^j_ : — 2 — : :/a — lb\ic — l d. En général on 

feroit beaucoup mieux , comme je viens de le dire , de 

ne poiht fè feryir de" cî^tte jn^niete dcxprîm^ oji de 

repréfenter 
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Tepréfenter les rapports par des Logarithmes ^ à caufe 
des erreurs dans lefquçlles elle peut induire* Quoi qu'il 
en foit ^ il eft au moins certain que le rapport de i à *-^« t 
cft = — I , fuivant toutes les régies reçues , & n'eft pas 
imaginaire. Je prie les Ledeurs de me pardonner à cette 
occafîon une efpèce de digreffion dont ils pourront tirer 
quelque utilité. 

Qu'il me foit donc permîs de remarquer > combien eft 
faufîe ridée qu'on donne quelquefois des quantités né- 
gatives , en difant que ces quantités font au-deffous de 
zéro. Indépendamment de robfcurité de cette idée en-« 
vifagée métaphyfiquement , ceux qui voudront la réfuter 
par le calcul ^ pourront fe contenter de coniidérer cette 
proportion , i : — i : : — i : i ; proportion réelle , puif-, 
que le produit des extrêmes eft égal au produit des 

moyens , & que d'ailleurs * j^ ■ =^ — I^, & — j — = -<*- 1; 

Cependant fî on regardoit les quantités négatives comme 
au-deflbus de zéro y i feroit > — 1,& — i<i ; ainfi il 
ne pourroit y avoir de proportion. Il eft vrai que Mit 
Leibnitz prétend que — x n'eftpas moyen proportion-, 
nel entre i & i , non plus que — z entre i & 4> quoi-;* 
qu il avoue que — 2 x. — 2= 1x4; parce que les 
quantités négatives^ dit-il > entrent dans le calcul ^ fans 
entrer dans les rapports > & que:des fraâions ncfontpas: 
la même chofe que des rapports. J'avoue que je ne fens 
point la force ni la vérité de xetter raifon : elle tendroît 
à renverfer toxxt^s les .notions- Algébriques pat des limit 
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tations inutiles ôc forcées ; & elle ne feroit jufte d'ail- 
leurs , qu'en fuppofant que les quantités négatives font 
au-deffous de zéro ^ ce qui n eft pas. Les quantités né- 
gatives font tout.auflî réelles que les pofitives : elles 
B en différent que par le figne qui les précède ; & ce 
iîgne ne fert qu'à indiquer & à corriger une fauffe fup- 
pofition qui a été faite > ou dans Ténoncé du Problê me 
ou dans la folution qu'on en a donnée. 

Par exemple > fi je demande une. quantité qui étant 
ajoutée à 20, donne une fomme égale à 10, j'écrirai, 
pour réfoudre ce Problême, 20 -+- * = i o^ d'où ;if =-^ i o; 
ce qui me montre que j'aurois dû énoncer le Problême 
ainfi : Trouver une quantité qui étant retranchée de no ^ 
( & non ajoutée )> le refie fait égala 10. Cette idée fc 
vérifie par Tapplication de T Algèbre à la Géométrie > 
où Ton voit que les quantités négatives n'ont d'autre 
dîflFérence d'avec les quantités pofitives, que de fe pren- 
dre du côté oppofé« 

M. Leibnitz auroit-il prétendu que Tordonnée néga 
tive d'une Parabole n'cft pas moyenne proportionnelle , 
au(fi-bien que l'ordonnée pofitive , entre le paramètre & 
rabfçifle? Non 'Certainement. C'eft que le figne — que 
porte Pexprefiîon Algébrique de cette ordonnée, n'in 
dique que fa pofition , fie n'infiue nullement fur fa quan« 
tiré. Oe ce n'eft que psr fa quantité, qu'elle eft moyenne 
proportionnelle entre le paramètre & l'abfcifie. Les gran« 
dèurs n ont entr elles de rapports que par leur quantité. 
Une peut y aycài: de rapport encre '^a^bp qu'autant 
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qu'on compare la grandeur de a à celle. de h ; le (igm: '^^ 
n'eft qu'une dénomination , & n'indique qu'une fauflef 
pofttion ou une manière d'être particulière» ce figne 
note aucune réalité à la quantité qu'il afïe£be}âc A le 
figne — fc rencontre dans le quotient de •— a divifé 
par ^ ^ ce figne n'influe non plus en rien fur la quantité 
du quotient ; il . en eil feulement la dén^ominatioa > il 

indique que le quotient de ——^au lieu d'être ajoute 

aux quantités avec lefquelles il fe combine dans le cal<« 
cul ^ doit en être retranché* En un mot toute quantité 

par elle-même a le figne 4- i elle ne porte le iigne — « 
que relativemeat à une autre , exprimée ou fouîentcn-j 
tendue. Car fuppofons , par exemple > qu'un Problème 
foit réduit à l'équation ^x — bx "^ ab^=!^o^ dont les 

racines font , comme Ton fait ,^ = ^.,JKr5r*— a;Ie figne 

;-T- de la quantité a indique qu'elle doit être retranchée 

des quantités auxquelles B fera ou pourra être ajoutée. 

En effet ^ fi au lieu de regarder x comme l'inconnue du 

Problême y on eût pris pour cette inconnue une autre 

quantité x, qui fût égale à at »i- 2 a > on auroit trouvé pour 

lors deux valeurs réelles & pbfitives de t > favoir 2 ^ -H ^ > 

& £2 ou 2 iz— 'â; où l'on voit que des deux valeurs de x i 

Tune , fâvoir b , eft ajoutée à 2 à > 6c l'autre , favoir a , en 

eft retranchée : & en général , fi au lieu de 2 a on prend 

c> a pour la grandeur exprimée ou foufentendue > à 

laquelle les valeurs de x doivent être ajoutées ^ on verr» 

Çci; 



j 
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clairement que la valeur négative de x indique une 
fouftraûion. 

Ceft lé calcul, il faut Tavouer^qui a induit certains 
Géomètres en erreur fur la valeur des quantités néga- 
tives. Ils ont remarqué que a < 2 û, donnoit a^^2a<0y 
ou — a <: o ; d*ôù ils ont conclu que \qs quantités néga-» 
tives étoicnt au-deffous de zéro. Mais ils ne feroient 
pas tombés dans cette erreur ^ s'ils avoient confidéré 
qu'une quantité au-deffous de zéro eft une chofe abfurde, 
& que — a < o ne fignifie autre chofe que B — a<B, 
B étant une quantité quelconque foufentendue 6c plus 
grande que a. La fimplicité & la commodité des ex- 
jpreffîons Algébriques y confîfte à repréfenfer à la fois Ôc 
comme en racourci un grand nombre d'idées ; mais ce 
Laconifmc d'expreffion , fi on peut parler ainfi , en îm- 
pofe quelquefois à certains efprits ; & leur donne des 
notions fauffes {a). 



(a) A Toccafion Je cette remarque Hir les quantités négatives, j'en 
ferai ici une autre qui eft purement élémentaire , mais ^ui pourra ferVirà 
répandre un grand jour fur la théorie de ces quantités , jufqu'à préfent aflèz 

mal développée- par les Algébriftcs, Soit hys=s a — x , Téquation d'une 
fourbe ; il eft évident que tant que x eft plus petit que a, a — - x eft po- 

£iif y & par conféquent auflS a x ; mais pourquoi a x refte-til po- 

fitif quand x eft > a i & que par.conféquent a — » eft négatif/ En voici 

la vraie rziCon. Ceft ^ue Téquation b y :s=i a — jr , n'eft autre chofis 
que J>=3fla— - 2 ax-^xx. Orquexfoit <iOU> a, aa^^ i ax-^xx 
eft toujours une quantité pofîtive ; dans le premier cas elle eft le quarré et 
la quantité pqfitiye a — » ;c > de dan$ Je CeçQnà $as elle cfi le quarré de h»^ 



•:•» 
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II. 

M. BemouUi , p. 27^ , entreprend de prouver d'après 

à. X 

réquatîon ^^== , que la Logarith. a deux bran- 

ches égales & femblables ; comme l'hyperbole , dit- il , 
a deux branches oppofées. Pour prouver la fîmilitude des 
branches de la Logarithmique y il fe fert, p. 294. , comme 
je lai fait ^ de Pargument tiré des aires hyperboliques, 
qui me paroît décifîf fur dette matière , & que j'avois 



quantité pofitive ^ — « ; ainfî l'équation bj=: cl x ,^ou b y ^=s a a 

— % ax^ xxen renferme proprement deux autres , (avoir byssza » 

quand ;ipeft<;<i,&Sy=:jf — a, quand ;e >- a. Ce qui s'accQrde avec 

ce que nous avons dit , que les quantités négatives indiquent une faufle fupr 

— — » 
pofition ; car l'équation S j' = fl — • ^ , quand :if efl >- a, efl proprement 

une faufle équation ; la véritable e& b y =z x "^ â. Pourquoi donc les 
quantités H- 1 & — J, ont-elles toutes deux b* pour quarréf C'eft qu'on 
peut toujours regarder b comme la différence a — c de deux quantités , 
dont la féconde c cft. plus petite que la première «, fî 5 eft pofîtif, & 
plus grande 9 fi i eft négatif; or dans le premier cas le quarré de b ou a— — c 
eftflfl— iflc-+-cc;& fi on fuppofe que c croifTe tant qu'on voudr» » 
cette quantité «a— -itfc-hcc reiîe toujours pofitive , & devient enfin 
le quarré de c -— a au lieu de celui de a — c. Ainfi la raifon pour la- 
quelle le quarré de — J efi J * , c'eft que fi on regarde — b comme repré- 
fentant une quantité 4 — - c qui eft devenue de pofitive négative , le quarré 
a a — z a € '^ c c , refte toujours pofitif , foît que l'on ait c ^ a^ou. 
O a; donc le quarré de b refte toujours pofitif , foit que b Coit pofitif, 
bu non ; & quand b devient négatif > ou que a eft •< c« alors le quarré de 
'— b efi proprement celui de c «-i n ou de «f* i; puifque ee quarré eft 
toujours dd-— *2ac-4-cci( 
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au(Iî apporté à M. Eulcr, fans avoir encore aucune con- 
noiflance de ce que M. BernouUi avoît penfé fUr ce fujet. 
Mais il me femble que M. BernouUi ne s'eft point fervi ^ 
comme l'a cru M. Euler , de l'argument tiré de Téqua^ 

tion i/ AT =s — - — . Je crois être le premier qui Taye cm- 

ployé. J'avoue au refte que cet argument n'auroit pas 
beaucoup de force , fi on fe bornoit à l'intégration de 
l'équation; mais fi on joint, comme je l'ai fait, à cette 
intégration , la conftru£lion ae la courbe par le moyen 

de l'aire hyperbolique qui a pour ordonnée — ;;— , il me 

femble que l'argument qui en réfulte par rapport aux 
Logarithmes des quantités négatives, devient fans ré- 
plique. 

I I L 

M* Leibnitz^p. 278, prétend que la Logar. ne peut 
avoir d'ordonnées négatives , par la raifon , dit - il , que 
les ordonnées pofitivcs ne font jamais = o , & qu'une 
quantité pofitive ne pafTe au négatif qu'en paflant par 
zéro. Mais pour fentir le peu de folidité de cet argu- 
ment, il fuffit de confidérer Phypcrbole y^ =5 , qui 

eft abfolument dans le cas dont il eft queftion ici, ayant 

deux branches égales & femblables des deux côtés de 

fon axe , fans que TorSonnée y devienne jamais zéro. 

Mille autres exemples prouvent qu'il n'eft point du 

tout néceffaire que quelqu'une des ordonnées pofitives 
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foits^o^ pour que la courbe ait des ordonnées négatives. 
Far exemple > dans l>hyperbole ordinaire rapportée à fon 
fécond axe y on zy 5=s ±1. Vaa^^ xx & la valeur pofi- 
tive de^ne devient jamais zéro. Oeft l'exemple qu'ap- 
porte M. BernouUi. 11 auroit pu ajouter ^ que même une 
ordonnée pofitive peut pafler quelquefois au ^négatif > 

fans paffer par zéro > comme dans la courbe^ = 



€ — X 



OÙ y devient négative lorfque ^ > a , & infinie lorfque 

Toutes ces réflexions n'échapperont pas fans doute 
aux perfonnes verfées dans la Géométrie ; mais j'ai cru 
devoir les expofer ici en faveur des Mathématiciens 
moisis exercés ^ entre les mains defquels ce Mémoire 
pourra tomber. 

I V. 

M. Leibnitz avoit ob jeâé ^ que fi le Logarithn^e de 
— 2 eft réel , celui de V — a devroit en être la moitié* 
M. BernouUi nie cette conféquence ^ & il me femble 
qu'en cela il fe trompe ; car dès qu'on fuppofe le Log« 
de t = a ^ ôcle Logarithme de •-— 2 =»/> y le Logarithme 

de }/ — 2 fera = . M. BernouUi appuyé fon fentî- 

ment fur ce que V — 2 n'eft pas moyen proportionnel 
entre — 1 & — 2 , ce qui eft vrai. Mais V— a^ comme 
l'obferve M. Leibnitz , & comme il eft aifé de le voir , 
eft moyen proportionnel entre 1 & — 2 ; & par con- 
féquent fdn Logarithme eft la moitié du Logarithme 



208 SUR LES LOGARITHMES 

de — • 2 , en fnppofant celui de i o. 

M. Leibnitz ajoute , p. 288 , un raifonnement Meta- 
phyfîquc y auquel je ne répondrai pas , ôcque je me con- 
tenterai de rapporter, faute de l'avoir pu bien compren- 
dre. L^élévation des nombres à un expofant^ dit- il, ré- 
pond à la multiplication dans les Logarithmes ; n^ répond 
à tf X Log. n. La multiplication dans les nombres répond 
à ^addition dans les Logarithmes; nxK répond à Log. n 
-h Log. K. La fimple pofition dans les nombres répond 
à la fimple pofition des Logarithmes ; n répond à Log. ni 
Au contraire , continue toujours M- Leibnitz, l'extradîon 
des racines dans les nombres répond à la divifipn dans 

les Logarithmes ; {/n répond à — ^^-^ . La divifion ré- 

pond à la fouftradion ; — - — répond à Log, n - Log, IL 

Mais à quoi répondra — /z ? M. Leibnîtz prétend qu'on 
ne fauroit trouver d'expreflîon réelle qui y réponde , 
parce que defcendant de Pextraflion des racines à la 
divifion & à la fouftraftion, on ne fauroit, dit-il, rien 
trouver d'inférieur à la fouftradlion. Dans une matière 
toute de calcul comme celle-ci , on doit, ce me femble ^ 
fe défier beaucoup d'un raifonnement fi abftraît & {\ 
vague. Il peut férvir d'exemple, entre plufieurs autres , 
de Tabus qu'il eft aifé de faire de la Métaphyfique dans la 
Géométrie. D'ailleurs , pourquoi ne diroit-on pas qu'a- 
près avoir defcendu jufqu'à la fouftraftion , on revient 
cnfuite fur fes pas, pour retomber dans les Logarithmpç 
pofitifs ? 

V; 



V. 

4 

On voie aufll par le Commcrcium Epijlolicum de nos 
deux grands Géomètres^ qu'ils avoienc examiné Téqua^ 
tion ^ = c"" î mais fans que M. BernouUi en ait tiré, 
comme je l'ai fait> les doubles valeurs de j^ 9 dans le cas 

où X = — , ni qu'il ait obfervé> du moins d'une 

façon nette ôc précife y que la quantité c avoir deux va* 
leurs dans cette équation. 

Au refte > il femble que M" Leibnitz 6c BemouIIî 
ont fini par fe rapprocher un peu l'un de Tautre^ dii 
moins à quelques égards. Us paroiffent convenir ^ pag. 
3 1 2 & 5 1 y , qu*il ne peut y avoir de difpute fur cette 
matière > que dans la manière de parler. Ils fe feroient, 
ce me femble^ expliqués plus clairement^ en convenant 
que tout fyftême de Logarithmes eft arbitraire ; c'eft 
pour cette raifon que les Logarithmes des quantités né- 
gatives peuvent être ^ ou réels , ou imaginaires ; félon le 

fyftême des Logarithmes que Ton choilît. 

• ♦ 

Win du Sixième Mcmoitc* 
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Au MémôkeptécéitntifuT la Logarithtnef des 

quantités négadycSé . 

X 

\^ E, Mémoire étdtt fini depuis pluficucs années , & je 
lie pealbis pas ipême à le mettre au Jour y lorfque j'ai 
trouvé^ dans le premier Volume des Mémoires de la 
Société de$ Sciences: de Turin (dont j'ai déjà parlé 
dans le^ Supplément au Mémoire fur les cçrdes vibran- 
tes ) j un fayant Ecrit fu^ les quantités imaginaires ^ ou 
Jaqueftion précédente eft traitée* Cet écrit m'a fait naître 
.de nouvelles réflexions > qui m'ont paru mériter d'être 
fouraifes au jugement des Géomètres. 

L'Auteur de l'Ecrit dont il s'agit ( M» le Chevalier 
Daviet de Foncenex) adopte le fentimênt de M. Eulet , 
& tâche de le fortifier par de nouvelles preuves. Il a 
bien fenti la force de ToLjeâion tirée de Taire de Thy- 
pcrbole équilatere, & il a effayé d'y répondre. Il convient 
que les ordonnées des deux branches oppofées de l'hy- 
perbole équilatere , font unies ^ar le lien de la conti- 
nuité ; mais les aires ^ feloti luî^ ne le font pas ; la raifon 
qu il apporte de cette différence , c'eft y dit • il , qu'en 
faifant rabfciffe x infiniment petite & pofitive dans l'hy- 
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perbole ^uUacere rapportée aux afyinptotei; l'prclaan 
née correfpçindante devient kifiniie pofîtive ,& ^ qu'en 
faifant x infiniment, petite fie négative , rordorirtée cor- 
refpondante devient infinie xiégacive , ce qui eft confoi^^ 
me aux principes de la Géométrie des courbes > fuiyant 
lefquels une quantité quelconque ne peut devenir de 
polîtive négative , fans paflfer par zéro ou par Tinfinl ; au 
lieu qu*il n en eft pas de même de l'aire dé Thyperbole^ 
qui devient /o/?/ivtf SC finie ^ félon M. le Chevalier de 
Foncenex > lorfque x eft pofitive fie infiniment petite ; 
& au contraire négadve àC finie ^iotfqae x eft négative fie 
jnfinimçrit petite. En effet, dit toujours ce favaht Géo- 
mètre,, lorfque x eft infiniment petite fie pofitîve. Taire 

devient — r- =^ m, qui eft une quantité finie ppfitive^ 

& lorfque x eft infiniment petite négative , cette airç 
devient — m. Ainfî, continve-^t-il^ Paire de l'hyperbole 
ne peut fcafiçhir le paflage du pofitif au négatif., fans 
recevoir tput'à-coup un décroiffement fini , ^lu lieu qu'elle 
devroit pafler , fuivaut la loi commune fie oéoeflaire , par 
le zéro ou par Tinfinî. Donc, conclut M. de Foncenex, il 
n'y a point de paffage Algébrique àes aires pofîtives dans 
l'hyperbole équilatere aux aires négatives* 

A cela je réponds; i^ que lorfque x eft pofitive fie 
infiniment petite , il n'eft nulletoent démontré, du moins 
parle raifonnement qu'employé M. le Chevalier de Fon- 
cenex, que l'aire de l^xiyperbole foit finie fies= m; car 

la quantité — .— ^ ne Tcprçfentç ajprs qu'ync partie de 

Dd ij 
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cette aire , favoir , le parallélogramme qui a pour hauteur 

xoudx iài pour bafe on — ; ; or il fera aîfé de 

voir , pour peu qu'on y faflc d attention , que Taire de 
Thyperbole eft même beaucoup plus grande que la fuite 

des parallélogrammes m , y - — &c. laquelle eft 

,s= z m. Je ne prétends point au refte décider ici, fi Paire 
hyperbolique y qui répond à x infiniment petite Ôc poiï* 
ti\re,eft finie ou infinie; mais je crois feulement avoîr 
bien prouvé par le raifonnement précédent , que celui 
de M. Fonccnex eft infuflSfant pour s'en aflurer. 2°. J'ac- 
corde à M. de Foncenex, que la valeur de Taire qui répond 
à X pofitive 6c infiniment petite , (bit finie & pofitive i 
& je dis qu'elle eft encore finie y mais toujours po/idvc 
( & non pas négative , comme le prétend M. de Fonce- 
nex ) , lorfque x eft infiniment petite négative ; car ;r étant 
alors négative auffi*bien que dxy on a pour Taire dont il 

s'agit "^^ «= m ; cette aire en effet n'eft autre 

cbofe, fuivant le calcul de M. de Foncenex , que celle 
du parallélogramme qui a pour hauteur x y Ôc pour bafe 

-^i or X devenant négative, le devient auffi , & 

X ^ X 

Taire redevient pofitive. M. de Foncenex fcmble en 
convenir lui- même > au moins implicitement > dans une 
des notes de fon Mémoire ^ où il remarque fort bien 9 
que fi on prend (/^. jtf. ) ^ A^= 1 , & par conféquent 
Torîgine des aires hyperboliques en y, les aires JVPRS 
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répondantes aux nombres plus grands que Tunité ^ feront 
pofitives ^ 6c les aires N P Q^a répondantes aux nombres 
^ A plus petits que Tunîté^ feront négatives^ comme le 
doivent être en effet les Logarithmes de pareils nom- 
bres. Or les aires GpnA font de fîgne contraire aux 
aires -A^ P -^ O , l'origine des aires étant prife tn N ^ 
bi les abfciiïes s'étendant le long de N n K ; caries abfcif- 
fes répondantes à ces aires demeurent de même fîgne > 
pendant, que les fignes des ordonnées varient. Donc > 
puifque les aires N PQ^A font négatives par rapport aux 
aires N P RS^ les aires Gp n A doivent être pofitives. 
Il n*eft donc pas exa£t de dire y que Paire de Thyperbole 
pafle du po/itif au négatif ^zt un décroiffement fini ^ en 
prenant l'origine des x en A^ comme la prend M. de 
Foncenex;car cette aire dans ce cas demeure toujours 
pofitive , foit qu^on prenne x pofitif ou négatif, i^. Quand 
même j*accorderois à M. de Foncenex , que Taire hy- 
perbolique tfX finie & pojitive , lorfque x eft infiniment 
petite & pofitive , ^ finie négative lorfque x eft infini- 
ment petite ôc négative y & que cette aire devient de 
pofitive négative y lorfque x eft négative ; il ne feroit 
pas vrai de dire qu'elle pafTe du pofitif au négatif^ fans 
paifer par zéro ou par Tinfini : il eft évident au contraire 
qu'elle pafle par zéro ; puifqu*en faifant Xytion plus infi- 
niment petite, ce qui eft une fuppôfition Méta:phyfique > 
mais == o abfolu , Paire correfpondante eft aufli =35 o ab- 
folu ; & comme x ne fauroit devenir de pofitive néga* 
tive y fans pafler par zéro^ il s'enfuit que Taire palTe auiH 
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par zéro dans ce moment; avec cette difiSérence que x 
devient enfuite négative , & que Taire refte toujours 
pofîtive. Si Ton prétendoit que l'aire qui répond zx-=t:so^ 
n'eft pas zéro elie*même y fous prétexte que Tordonnée 
y eft infinie j ce feroît renverfer les premières notions 
de la Géométrie ^ qui nous apprennent qu'une ligne j 
même infinie^ ne peut être égale à une furface ; & d'ail* 
leurs je demanderois à ceux qui auroient cette prétenr- 

tion y fi dans Thyperbôle y = — y l'ordonnée eft 

moins infinie lorfque ^ = o , que dans Phyperbole 

y = — ; néanmoins dans cette première hyperbole > 

Taire eft 5= 2 Vx , & par conféquent = lorfque ;r « a. 
La démonftration de M. BernouUi , tirée des aires de 
Thyperbole , fubfifte donc, ce me femble ^ en fon entier/ 
& prouve qu'on peut regarder comme réels les Logaritb* 
mes des quantités négatives* Auffi M. de Foncenex fem. 
ble*t-il fe rapprocher de cette opinion à la fin de ion 
Mémoire , lorfqu'il dit que lés deux branches de la Lo^ 
ganthmiqiu ne /ont pas moins réelles V une que loutre y 
éC quelles auront leurs u/ages particuliers dans plu/ieurs 
cas. Il eft vrai qu'il prétend en même-tems que ces deux 
branches yo/rr ifolées <Sf indépendantes Pune de f autre 
algébriquement , quoique liées par leur expreffian tranj^ 
tendante ; mais comme il ne le prétend que d'après le 
raifonnement que je viens d examiner y il me femble 
ijve tout ce qiie j'ai dit dans mon Mémoire pour prouvée 
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k lîaifon & la dépendance de ces deux branches y fub- 
fifte toujours. 

£n général ^ & on ne fauroit trop le répéter y le fyflême 
des Logarithmes & des nombres auxquels ces Loga«- 
rithmes répondent y dépend de la fuppofîtion primitive 
qu'on a faite. Si, par exemple^ on prends 3^==: j {fig, 35.), 
& qu'on fuppofe l'origine des Logarithmes en A^ > on 
pourra prendre indifféremment les aires pofîdves ou né*- 
gatives du côté de N RyOM du c6té de N A\ dans le 
premier cas y la fuite des abfciffes fera 00. •••5.2.1.0 

•—1 — 2*— 5 — oo^ôcla fuite des Logarithmes 

fera de même forme ; dans le fécond cas y la fuite des 
Logar. fera au contraire — oo^. •• — 5 — 2— i*o. i. 
a . 5 • • « « 00;. les Logarithmes des nombres plus grands 
que Tunité y feront négatifs y ôc ceux des fraâions feront 
au contraire pofîtifs^ Ce n'eft donc point une régie gé- 
nérale que les Logarithmes des fraâions foient négatifs ; 
par la même raifon qu on n eft pas obligé de fuppofer 
les abfciffes pofitives de la Logarithmique du côté de 
A T (J£g. 3 y • ) , & qu'on ptxtt les prendre du côté de A J?w 
Prenons maintenant Thyperbole équilatere^ dans la;- 
t[uelle l'équation au premier axe eflj^ «=* Vxx — a a : les 
feâeurs de cette hyperbole feront > comme l'on fart y les 
Log. de ir •+• v^xx-^aa. Or en faiCmt a = i> ài.x .< 1^, 
t^tte quantité devient imaginaire ^ ainli que . le^feâeur 
hyperbolique ; & en faifant x négative aufli • bkn \qub 
V'ix — 1, 6c ;i: > I , les fedeurs hypeifboliquesxedeyien-r 
aient réels & pofuifs y étsmt oppofés au fomaiec a«i 
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fedcurs correfpondans de l'hyperbole oppofée. C'eft pour- 
quoi la fuite des nombres repréferités par x -H \^xlë 



va d'abord de <» à i > en repréfentant par conféquent tous 
les nombres réels: enfuite elle pafie de i à l'imaginaire, 
jufqu*à ce que jc= — i ; puis elle redevient — i juf- 
qu'^ — 00 ; & les Logarithmes correfpondans forment 
une fuite qui va d'abord de oo à o jufqu'au point où ;r = i ^ 
enfuite pafTe par l'imaginaire )ufqu^à ce que x= — i , 
& enfin repafle de o à oo. 

Voilà donc > dans deux cas difFérens y deux fuites de 
nombres , & deux fuites de Logarithmes très-diflFérentes , 
quoique toutes deux affujctties à une loi Géométrique. 
Dans le premier cas > la fuite de nombres ôc de Logarith. 
eft partout réelle ; dans le fécond^ les deux fuites font 
chacune imaginaires en leur milieu. Ces deux exemples^ 
auxquels on pourroit en ajouter une infinité d'autres , 
fuffifent pour prouver que tout fyftême de Logarithmes 
cft différent, fuivant la fuppofition fur laquelle ce fyftême 
eft fondé. 

M. de Foncenex prétend avoir renfermé tous les Lo- 
garithmes ( réels ou imaginaires) dans l'équation fuivante 
ç w'— 1 = / ( X -♦- v^xx— i ) , ou ^ v^^^i *= / ( cof. ^ 
H- fin. f •— I ) , dans laquelle f eft l'angle dont le cofinus 
cft;r,.& Vi — XX le finus. Dans cette équation ^ lorfque 
;r eft > I , <P devient imaginaire & égal au feôeur hyper- 
bolique multiplié par •-- i ; de forte que <P v'— i fie 
X -H v^xx — I , font alors tous deux réels ; & quand 
;r=s~ijOna/— lasr^'W' v^~T> ** exprimant 1 80 

degrés , 
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degrés 5 6c ir un nombre impair quelconque ; ce qui eff 
le Théorème de M. Euler. Cette équation dé M. dé 
Foncenex ^ ainfi que le raifonnement fur lequel il la 
fonde ^ demande plufîeurs réflexions, i^. De ce que l'EIé^ 
ment du feâeur hyperbolique eil toujours à celui dut 
feôeur circulaire correfpondant > comme V -^^ i eft à i ^ 
M« de Foncenex en conclud y que les feâeurs font tou-r 
jours entr eux dans ce même rapport. Or cette confé« 
quence peut être conteûée > parce que Taddition des 
confiantes en intégrant fait que des intégrales peuvent 
n'être pas entr'elles comme leurs différentielles : 6c c'eft 
en effet ce qui a lieu ici ; car on fait que rSlément 
d'un feâeur circulaire a une infinité d'intégrales > pac 
l'addition continuelle que l'on peut faire de la circonfé* 
rence répétée tant de fois qu'on voudra. On peut s'aiTurét 
d^une manière encore plus pofitive^ dans le cas donc il 
s*agit , que ç V^^i ne répréfente pas en général le fec- 
teur hypeirboUque ; car quand ;r«=3 — ij^yZTï ^ 
ss^k'ic i/l- I y k marquant un nombre impair quèlcoo^ 
que^ au lieu que le feâeur Hyperbolique ^orrefpondsms 
eft s» o. 7.^. Quand même on conviendroit que Péquatioiif 
propofée renferme les Logarithmes réels 6c imaginaires 
à Tinfîni^ il eft certain quen faifaht oç négative âc plus 
grande que i , p v'— 'i devient réel } dcqu'ainfiles Loga^ 
rithmes des quantité négatives fe trouvent r^ekpa* cet- 
te équation. Mais il eft bien plus naturel de ne Tarder 



l'équation ç •^^^ ==/ ( cof <p -♦- (în, * V — i ), comme 
préfentant quelque chofe de net à lefprit y que dans la 
Op ufc. Math. Tome L £ e 
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feule fuppofîtion de ^ < i & de 9 réeL Or dans cette 
fuppofition> qui emporte y comme nous Tavonsdit^ celU 
d'uhe foutangente imaginaire de la Logarithmique ^ on 
trouve à la vérité que L<;^. ^— 1 eft imaginaire \ mais on 
remarquera qu'il n efl tel que parce que le nombre réel 
.— 1 ie trouve dans la fuite inânie repréfentée par 
cqL (p -h iin* 4> v^ — 1 > dont tous les termes ( ainfî que 
leurs Logarithmes )> fotnt imaginaires ^ excepté dans le 
caîi w cof* ^ 3=D i OU' — 1» A l'égard :du cas où qo(. 
f > I ;ce cas n'«ft repréfenté > /i/ d'une manière nette , 
ni d'une manière exaJEte 9 par l'équation ^ i/^^ ess /,( cof« 
f^Çm.py^^^)>on<^}^-'i=^/(pc'^\^x:r:^^)id'^ 
manière: neiUy parce que ^ eft alors imaginaire^ ôc qu'on 
n^a point d'idée nette de. la valeur d'un arc de cercle 
imaginaire ip > ni pai! confiéquent à&^ \/ — i j d'une ma-? 
mtre e;viiciV, parce que > comme il répond une infinité 
d'jarcs circulaires réels à cof. 9 < i ^ il pourroit de mêm^ 
liépondre ( du rnoins le contraire n'eft pas prouvé it & ne 
iauroit Petite ) une infinité d'arcs de cercle imaginaires 
à côlit ^ > 1 ».au Keu que ^ > i ne donne jamais qaun 
feui foâeur hyperbolique, parce que Phyperbole eft une 
courbe infinie qui ne rentre pas en elle-même. Ain(i 
l'éqpatiop des feâeuifs hyperboliques de celiç des f€%urf 
circulaires 5 font deux équations, abfolument fé parées . 
qu'il ne/atot poioc chercher à lier efiiem|>}e par une même 
eacpreffion* 



IL 

IVL de Fonçencx j pour fortifier ùl tlt^ocîe fur, les Lo^ 
garitfames imaginaires , confi^ere un. corps ou point mo-* 
bile^^/^. 3P), pouffé vers un centre C. pal une forc^ 

^gsi .; ^ 7oiQi le raifotmement qu'il ùk en cohn 

féquence de cette fuppofîtîon. Soit, dît- il, ^C= a j, 
^P::s=^îc,i^lavitefleen /^>onaura«</»aM— ~— ^^ ^ 

&——- = — ~. wr r— ' »~i l^quaii-^ 

tité qui eft toujours réelle & pofitir^^tMt que itt eftlitl 
nombre impair j èc qui repréfeflté M effet k loi dft i» 
Viceffé du corps -4 des deux c6f é« do point C. Car pfe^ 
nant Cp «= CP , on trouvera que la viteffé 41 eti/eft égal^ 
à la vkeffe en P, comme cela doit ëtte »« eflfet ^puif- 
que le corps , après qiilt eft arrive au point C, ddîf Ye^ 
paiier au-delà avec les mêmes degrés de vitaSt { en^ fen9 
Contraire) r qu il avoit avint que d^ itî^iven Of , àjotrte 
M. de Foncenexj lorfque /i s=£ i ^ k dii^e(itk4t;& lit â^i# 

s'intégre par Logarithmes, & devient alors 

■■■■■ X 



a 
u u 



=s Log. — — — . Dans le cas où 4r eft > /r , c'eft- 

à-dire, où le corps eft au-delà de Ci -> — 1 deviens 

négative ;âc oit né fauroît dire cependant , a jbute' tou- 
jours l'Auteur > que Log, — ^ — foit imaginaire , puif- 

£e ij 
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que cette quantité exprime la moitié du qijprré de Ig 
vitelTe 2^^>qui par la nature du Problème doit toujours 
être réelle & pofitive. M, de Foncenex en convient, & 
a femble en cela donner gain de caufe à M, Bernoulli 
£c à moi. Mais il prétend qu'alors les valeurs deuu, 
avant & après le pafTage au point Cy ne font pas unie» 
par le lien de la continuité ; parce qu'il y a , dit-il , un 
faut dans Taccroiffement & le décroîflement de la vi- 
ecffe du corps au point C; cette viteffe étant finie utt 
inftant avant le pafTage, & redevenant finie un inftant 
après. Pour moi je ne vois pas > je Ta voue, pourquoi il 
y a plu$ deyZri^^.dans le cas de a = i , que dans celui 
de n égal à tout autre nombre entier impair , par exem^ 
pie os 5 ;^ 6c il eft certain que dans ce dernier cas les 
deux valeurs dçuus de Taveu même de M. de Foncenex 5 
Ibnt unies par le lien de la continuité. Dans le cas de 
Hess i ^ comme dans celui de /x = à un nombre impair 
quelconque , la valeur de u eft infinie en C, 6c la vitefie 
a ég^lenient de part 6c d'autre du point C un accroifie^ 
ment 6c un décroiiïement graduel , 6c qui reçoit fucceflli- 
vement toutes les valeurs poflibles, depuis zéro jufqu'à 
Tinfini.* 

Je ne prétends point cependant tirer beaucoup d'avaa- 
tage de cette valeur de uu lorfque /2 = i , pour appuyer 
fe fentiment que jefoutiens fur la réalité des Lc^arith- 
mes des quantités négatives. Car je conviens, franche-* 
ment que cette méthode d'argumenter de la folution 
d'un Problême de Méçhanique à celle d'une queilion 
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de Géométrie y ne me paroît pas fort convaincante ; Ôc 
j*en trouve la preuve dans le Problême dont il s*agît# 
En effet , fi on fuppofe dans ce Problême ze = à un nom- 
bre pair quelconque^ il eft aifé de voir que quand x 
fera > ^ , la valeur de « k fera négative y & par confé- 
quent celle de//, imaginaire ; cependant il eft évident que 
paffé le point C, le mobile A aura une valeur réelle ; 
de forte qu'en/?, par exemple, fa yitefle fera égale à ce 
qu elle étoit en P , & dirigée dans le même fens. Cette 
contradiâion du calcul a^c le raifonnement > & Tim- 
poflibilité apparente de les concilier y ont fait croire à 
un très-grand Géomètre qu'au point Cle corps A s^anéart- 
tijfoit. Mais , fans avoir recours à ce fingulier dénoue* 
ment, on peut expliquer le paradoxe d'une manière bien 
plus fimple ôc bien plus claire* Prenons, par exemple i 
n^=^jL pour fixer les idées; il eft clair qu'on aura ikdu^ss^ 

à X 

— ; ; par cette équation la valeur àc u d u ôc 

par conféquent celle de ^ ^ doit ctre toujours pofitive, foit 
qu'on ait * < tf , ou ;c> a , c*eft-à-dire , foit que le corps 
foit en deçà ou au*delà du point C Cependant il eft évi-^ 
dent qu'au-delà du point C la vitefle décroît, & qu'ainfî 
du eft négative. La raifpn pour laquelle le calcul i>e peut 

exprimer la viteife u après le paffage au point C, c -eft 

1 
que par Phypothèfe la force eft ^, & que cette 

e^preflion Algébrique eft toujours pofitive , foit que x 
foit < ou p> a. Cependant paâ!é le point C, la Ibicc eft 
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dir^ée en fcns contraire à ce qu elle étoit auparavant; 

& il faudroît prendre alors î — — pour rcxpreflîon 

de la force j& pour Téquation delà vitcSc ^ u d u =^ 
"" * -, qui donne la valeur de u telle qu elle doit 



être. Voilà, ce me femble, le dénouement du paradoxe 
dans ce cas-là^ & dans les autres femblables. Je reviens 
à mon fujet. 

On pourroît faire contre l'argument tiré des aires hyper- 
boliques , une objeftion quejjjvoici , & qui paroît avoir 
échappé à tous ceux qui ont jufqu'ici traité cette matière. 
Soit^ Pz=x C^.éO. )> P M =^yy A C=ay & 

y = —, — ^ — — , n étant un nombre pair pofitif ; il eft 

vifible que cette équation fera celle d'une hyperbole du 
degré n , qui aura pour afymptote CO , & donc les dcujç 
branches B.MQ.t^ mé, feront du même côté de l'axe 
^a. Il eft vifible de plus > que l'intégrale de ^<fjr, ou 

l'aire ABMP^^^ ( i ^—\M 

comme les deyx branches BMQfÇmé appartiennent à 
une feule & même courbe > il femble que cette intégrale 
devroit exprimer auffi l'aire AQ^qmpt dans laquelle jip 
p&>AC. Cependant elle ne l'exprime pas. Gar quand 
^eft > tfjPintégrale précédente eft toujours finie, au 
lieu que Taire AQçmpeQ: infinie , étant compoféc des 
deux aires infinies AB Q C^q mp C. Voilà donc un 
çxen^e où Téquation des aires n'eft pas afluiettie à la 
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loi de continuité 3 quoique celle des branches le foit. Or ^ 
dira-t-on , ne pourroit-il pas en être de même de Thyper* 
bole équilatere ? 

> Je riéppnds que cet incdnvénient n'a lieu que dans le 
cas où n ell un nombre entier pair ^ ôc nullement dans 
celui où n eft un nombre entier impair ; or dans le cas de 
l'hyperbole équilatere, /2=s i ^ quieft un nombre impair. 
La raifon de cette diffétence entre le cas de n pair & 
celui de n impair y eil affez facile à appercevoin Dans le 
cas de n impair , les deux branches de 1 hyperbole font 
de deux diiFérens côtés de Taxe , l'une au-deffus ^ l'autre 
au-deflbus de Tafymptote ; & Faire -«4 -B Q Cy qui eft = <» 
lorfque a; = ^, redevient enfuice finie lorfque :v eft > a, 
parcf que Paire négative fe retranche de l'aire pofitive ; 
àinfî Taire/y d x , après avoir paffé du fini à l'infini ^ re* 
devient enfuite finie , ce qui eft conforme à la nature 
des expreffions Algébriques ; il n eft donc pas furprenant 
que dans ce cas l'expredion Algébrique de l'intégrale 
donne la vraie valeur de Taire , foit pour le cas de ;(f <;a, 
foit pour celui de :r > a. Au contraire dans le cas de ^ 3= à 
un nombre entier pair, les deux branches étant du même 
côté de Taxe , l'aire qui devient infinie dans le cas de 
^ = aj continue de Têtre dans le cas à^xP^a. Or il n'y 
a point d'expreflion Algébrique y ou de Fonftion de at ^ qui 
étant infinie dans le cas où ;r a une certaine valeur^ 
puifTe continuer de l'être dans le cas où x aura une autre 
valeur quelconque plus grande ou plus petite* On ne doit 
donc pas s'étouner que l'expreifion Algébrique ne puiiTe 



524 SUR LES LOGARITHMES 

en ce cas repréfentec l'aire qui répond à une abfcifle 
quelconque. 

Si Taîre ABQ^Cétoit finie, les deux branches étant 
toujours du même côté de Taxe , alors le même incon- 
vénient, ne fubfîfteroit plus, & Pexpreffion Algébrique 
indiqueroit également en ce cas les deux dkicsAPMBt 

Ap mO B. Soit , par exemple y == , ; on aura 



l'aire A P M B = - 3 a-^x'^^ a^iVziKABQC 

I X ^ 

= 3 tf" ; & Tairey^^ Q g mp=- 3 a^ H- 3 l/Cj? , comme elle 
Teft en effet. Cet exemple prouve clairement que Tincon- 
vénient propofé vient uniquement de ce que Taire étant 
infinie en C, continue de Têtre par-delà. ^ 

Au reftç , il eft à remarquer que dans ce cas-là même 
il ne manque à Texpreffion Algébrique qu'une confiante 

le égale à Taire cherchée, lorfque a: > a. Ceft pourquoi 
fi les deux équations , qui repréfentent les aires AB MF ^ 
ABQ q mpi ne font pas exadement la même , elles no 
différent au moins que par cette confiante infinie , qui 
feule , comme on vient de le dire plus haut ^ les empêche 
d*être unies par la loi de la continuité. ^ 

I I L 

A Tocçafion de ces Logarithmes des quantités néga* 

tivcs ; je dirai auffi un mot fuc la forme des quantités 

imaginaires 
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îmaginaires^dont il eft queftion dans le même Mém. de M; 
de Foncenex* J'ai donné le premier ^ 6c M. Euler a donné 
après moi > par une méthode tout-à- fait femblable ^ la ma? 
niere dé réduire toute quantité imaginaire à A^B V — i ^ 
AU B étant réelles* J'ai employé pour cette recher--. 
che> comme M. £uler Ta fait aufli^ le calcul différent 
tieUnon que je n'eufTepû très-bien m'en pafleri mais 
parce que cette méthode m'a paru plus analytique & plu3 
direâe qu'aucune autre > ne fuppofant abfolument aur 
cune connoiflance préliminaire de la réduâion des arcs 
de cercle à des Logarithmes imaginaires ; car j'avoue 
que par le moyen de cette réduâion que M. de Fonce*, 
nex fuppofe > on peut fe pafler du calcul différentiel > e» 
remarquant cependant que cette réduâion même fup-t 
pofe ce calcul ^ au moins implicitement. 

M. de Foncencx prétend aufli que la démonftratioti 
que j'ai donnée dans les Mémoires de l'Académie de 
Berlin de i74(^>de la réduâion de toutes les racines 
imaginaires des équations , à ^-+- B V — i , & que M.' 
de Bougainville a très-bien développée dans fon Traité 
du Calcul intégrale n'eft pas aifez rigoureufe y parce qu'elle 
procède par le moyen des ferles. La valeur imaginaire ^ 
dit* il > qu'oa trouve par cette méthode > n'étant qu'ap* 
prochée ^ on pourroit foupçonner que la quantité qu'on 
néglige j quelque petite qu'elle foit > eft précifément celle 
qui empêche qu'on ne puifle exprimer l'inconnue pat 
une expreffioa finie. On eft d'autant plus à portée de 
former ce doute^ ajoute M. de FoQcenex; que ^ c<>xnm<^ 

Opufc. Méith._ Tomi L F f 
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M« d'Âlembert Ta fait Voir j il attivô fervent qu'un terme 
qu'on crôyoit pouvoir négliger dans une ferie ^ eft cepen*- 
dânt celui qui la fait chsuiger de nature» 

Ma réponfe à cette ob^eâion eft bien £niple. J'ai 
démontré rigoiireufement \ i\ que li on fuppofe que 
rabfcifle x d'une courbé foit très-^petite j Tordonnée cor* 
fefpondante ( fuppofée réelle ) peut étte tepréfentée par 
âne fetie infinie y dt extrêntieMem convergente y telle en-» 
fin que plus on prendra de termes dé cette ferie > plus^ 
èfi approchera de la vraie valeur de rordonnéè ^ enfotte 
^u'oA en pourra approcher aufli près qu'on voudra } %<^^ 
que fi l'otdonnée eft imaginaire 5 en trouvera toujdur» 
«ne quantité ji^+^B v^^^ égale à la fomme d^un nom^ 
bre quelconque de tenues de la fetie > fit que les quanti-* 
tés Â^ B y feront repréfentées par une ferie très-conver-^ 
gente, pUifque les changemens que reçoivent jtf& if ^ à 
éhaqiie nouveau terme qu\>n prend de la ferie y font d\x 
Aiétac ordre que te nouvefiu terme qui va toujours en; 
décroifiant très-rapidement ; d'où il s'enfuit que les quan^ 
titésjdf) ^9 demeurent toujours réelles ^ finies > & font 
lepréfentées chacune par une fuite très •* convergent 
te y dont tous les termes font réels» Donc la fomme de 
chacune de ces fuites y c^èft-à-dirc , à proptement par-* 
1er } là limite de ta fomme d'un nombre quelconque dcr 
fermée y eft réelle ; donc il y à toujours deux quantitéi^ 
fééllès pollibles A^ By telles que -^-+- j&V— i rcpré-^ 
ientera la fomme de la fuite infùiit qui exprime la va^ 
Ifcùc de X. Je dis dé k fuite infinité ce qui fait voit 
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qu'on ne négU^ aucun terme dans cette démonflratiqn ^^ 

comme le croit M. de Foncenex. Il eft bien vrai ^ que 

comme on ne peut fuppofer la ierié aâueilement pouf* 

fée à rinîim> oo ne peut jamais trouver par le calcul que 

des valeurs approchées de ^ & de £; mais comme ces 

valeurs font toujours réelles > 6c formées par une fmtd 

très-convergente ^ on en conclud avec raifcm ( ce qui eft 

évident par foi*même ) > que la limite de ces valeurs^ qui 

eft la vraie valeur de ^ & de B% eft auffi une quantité 

féeUe* Ma démonftrationeft donc trèsiorigoureufe. Je con« 

viens feulement avec M*de Foncenex qu'elle eft indireâe^ 

éunt tirée de la cbnfidération des courbes; mais celégeii 

inconvénient eft Compenfé par la fimplicité 6c la fingula^ 

rite de la démooftcation ^ qui ne fuppofe prefqu aucun 

calcul y & qui eft d'ailleurs d^un genre aiTez neuf. 

La démotnftiatioft que M» de Foncenej& donne dq 

même Théorème > eft plus diieâe que la mjeooe^ étant 

déduite de la feule conûdéotion des équations : elle efl; 

d'ailleurs fort ingénieufe 6c fort fimplo y elle fuppofe umr 

quement cette propofition y que fi on a une équation d'ud 

degré quelconque s , 6c dont par conféquent les racine» 

foient au nombre de^^ i'éqoadon qui renfermera la fom^* 

me de» racines de ces équations prifes deux à deux> tuxa 

autant de racines qu'on peut combiner àc fois deux à 

deux un nombre s de quantités* Cela parok en effet trèf* 

naturel ; mais en même-<emps cela doit*il être fuppofe 

fans démonftation ? Il dl b4en« vrai que la combinaifon 

de s raeine» prifes deux à^deux^ m peut ;sunais donseï 

Ff ij 
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qu^un nombre = — .^ ; maïs s'enfuît-il que l'^qua- 

don qui donne les valeurs de la fomme de ces racines 

prifes deux à deux , fera précifétnent du degré - ' f 

« 

Ne feroit-îl pas poflible que Téquation eût plufieurs ra« 
cines égales > ou bien que parmi les combinaifons des 
racines prifes deux à deux ^ il y en eût qui donnaifent des 
fommes égales? Dans le premier cas l'équation pourroit 

être d'un degré plus grand que - — ^ ^ — , fans avoir 

cependant réellement un nombre de racines plus grand 
que — il-LiZli — ; dans le fécond cas y Téquation pouc» 

roît être d un degré plus petit que — *- > & ren* 

fermer cependant toutes les fommes des racines prifes 
deux à deux* Il falloir donc démontrer > & ne pas fe con- 
tenter de le fuppofer^ qucTéquation dont il s'agit > eft 

du degré ^ '^ -> Cela eft d'autant plus néceflaîre , 

que fi on fe boraoit à la confidération des racines d^une 
équation ^ pour déterminer le degré dont elle doit être f 
on feroit fouvent expofé à tomber dans l'erreur. Soit ^ 
par exemple j Téquation du quatrième degré x^^ax^ 
'^ix^.c^=ùy dont le fécond terme eft évanoui^ de 
dont les racines font fuppofées imaginaires } il eft certain 
que ces racines pourront être repréfentées par les quatre 
quantités -^Hhi?/-^ I , ^— J? /— . i ^^ ^A-h CVZi^^ 
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•— ^ — C V — I ; de forte que fi on fuppofe/? -I- q i/ITT 
pour Texprefiion générale de la racine » il femble que 
l'équation en p doive avoir quatre racines tout au plus y 
lavoir deux égales & pofitives -H-^, & deux égales & 
négatives—-^. Ainfi Téquation en / femble naturelle- 
ment devoir être du quatrième degré. Cependant fi oh 
fubftitue dans Téquation ;i;*-f-tf;c*-+-^;r-4-c>la quan- 
tité /> +• q V — 1 à la place de x^ & qu'on en faJGTe deux 
équations féparées y dans Pune defquelles foiênt les quan^ 
tités réelles^ ôc dans l'autre les quantités imaginaires ^ on 
parviendra à une équation en p qui fera du fixiénie der 
gré. Je fais bien qu^on peut expliquer ce paradoxe, en di* 
fant que la fuppofition qu'on a faite de x =^p -H q VZTi , 
n'emporte point la conféquence nécefiaire que p Sa q 
foient réels : par exemple^ fi x étoit égale à -^-H 5 v^ — T, 
p pourroit être égale kAouïB /-^^> & q=sB y on 
— A \^^^i i de forte que les valeurs dcp & de q peu- 
vent être renfermées dans une ' équation qui ait plus 
de racines qu'on ne lui en croiroit d'abord ^ quelques^ 
unes de ces racines étant imaginaires. Mais en ce cas^ 
je demande pourquoi il n'arrive pas la même chofe dans 
les équations du fécond degré ; car fi on a x x^ax 
^b^=zoyX ayant fes valeurs imaginaires , & qu'on fafler 
X =ai/7 +• q V — 1^ on trouvera par une méthode fembla^ 

ble àla précédente ^/>= > & j = yZUL— Hh ^ i 



pourquoi ne trouy e-t-on pas auiE p=^r — 



ft» 
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= — Jr '^ B^q tsss -^ •— I f Les excm*i 

pies fie les nifonnemens précédens fuffifent pour prouver 
que dans cette matière y on ne doit point admettre iàns 
démonftration toute conséquence > du nombre des racir 
nés d'une équation ^ au degré dont cette équation doit 
être. Je ne prétends pas pour cela que la propofition 
fuppofée par M. de Foncenex^ foit faufle; je fuis même 
très-porté à la croire vraie \ mais il ra£ (emble qu ell» 
a befoin d'être démontrée. 
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SiippUmént aux Mémoires de t Académie Royale 
des Sciences de PruJJe de Ï746 & 1748* 

JLr ANS ces Mémoires j*aî donné la méthode de réduire 
à la reâifîcation des Serions coniques ^ 6c à la quadra- 
ture des courbes du troifiéme genre ^ un grand nombre 
de difFétentielles aflez compliquées. Je vais dans cet 
Ecrit faire Tapplication de ces méthodes à la quadrature 
de la furface des cônes obliques î matière qu'un Géo« 
ihetre irès-célébre a déjà traitée dans les Nouv. Mém. de 
Beierfi. Te I , mais en réduifant la quadratore de cette 
furface à la reâification d'une ligne du (ixiéme ordre. 

Avant que d'entrer dans ce détail 1 je donnerai ici 
quelques remarques fur les différentielles qui fe rappor- 
tent à la re£iification des Seâions coniques ^ pour (impli* 
fier à quelques égards certaines formules de mon Mé^ 
fiioire de 174^* 

Je remarquerai donc d'abord que la difiHrentielle 

lllL -- dépend de la reflification de Vhyperbole 
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feule; car cette différentielle (voyez les Mémoires de 
Berlin de ly^^, p* ao8 & 20p ),fe change ( en faifant 

Vi î-+-fc fc==>') en — 



i y y y 

•+--: ■ ■ — • dont la première dépend de la 

féconde > 6c dont la féconde dépend de la reâificatioii 
de Thyperbole feule. 
De-là & des autres formules du même Mémoire ^ il 

s'enfuit ; i^. que — ^ -j B & v^ étant des quan- 

t^tés de figne quelconque, pourvu qu elles ne fqîent pas 
toutes deux négatives y dépendent de la reâification de 

l'hyperbole feule ; 2^ que par çonféquent:^,"^^— * ^ d:(^>^ 

(B^^:iX^) ""T^^/? & y* exprimant des nombres en-i 
tiers quelconques y dépend audi de cette feule reâifica-* 
tion ; car on a fait voir dans le Mémoire cité , que cettQ 

différentielle dépend de — ^ J ^ ■ • Il en efl de mêmot 

A regard de — ; ====■ > cette diffî^rentiellcj 

dépend de la reâification de rellipfe ôc de Thyperbole ; 

& par confequent aufli . . ,, - , & ainfi du rçfte ; fut 

^uoi je renvoyé au Mémoire déjà cité. 

On 
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On peut réduire à la redification des Seâions coniquei 
celle de la première Parabole cubique ; car TElément de 

cette Parabole eft dx v^x^ 4- 1 > qui dépend de ^SX1L±J^ 

au de H . Or , comme nous 

l'avons fait voir dans le Mémoire cité , la première de 
ces différentielles dépend de la féconde , & la féconde de 
la reftification de Pellipfe & de celle de Thyperbole; 
Donc &c. Ainfi la re£lificâtion de la première Parabole 
cubique,. ne dépend pas de la redificatipn deThyper- 
bole feule > comme le croyoit M. Leibnitz. Voyez Içs 
(ouvres de M. Jean Bernoulli, To. 1. p. 15 7, 

t J'ai démontré ^ p. 2 1 5 dès Méntôires de Berlin 1 74^5 
que la différentielle ^ — ** " -^.*£^^ u -h a a j^p^^^ 

r , 

"de la reâification de l'hyperbole feule , pourvu que 
p ^ ..^ ^ .. , ^ étant le rapport du paramètre au pre-i 
mier axé; on tire de cette équation a^= — ^ j& 

comme y doit être pofitif , & que par conféquent/; ne 

^peut pas être fuppoîé d'une valeur quelconque x <in voit 

.que l'équation précédente eft limitée ; mais il eft aifé de 

s^aifurer en général, & par une autre méthode, que 

du^uu±z,lu^^:J± ^^^^^ jç^ la reaification' de la 

ieufe hyperbole. Carll eft évident que cçtte quantité eft 
Ofu/c. HatL Tome /. . G g - 
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i i i (I 

4-^-;^ — ,^ ^ , ; dont Tintégralc eft • 



■/ 



— ■ - ' ,, t Or on trouvera que 

/^ iuVu n fiu 

2 g ■ XI / _ ■■ 

4/ y a art/» -H»* w/ i/M-KM^iz./»-*-** 

dépend de l'hyperbole feule > parce qu'en faifant les 
transformations prefcrites pag. 20j$ 6c 208 des Mémoires 
de Berlin de 1 7^6 5 les quantités qui dépendent de la réâi- 
fication de lellipfe ^ fe détruiront dans la transformée ; 

car foit^par exemple^» ±l s=s:t,^-4=^^— ■ ■ ■ - > 



icx.'+'i^^^^AA^^j^^on aura pour transformée 

1 iyV y 1 A Aij 

qui fe réduit à la reâification de Thyperbole ôcc. 

Dt la Jurfact des Cônes obliques. 

Soît E (7%^4îO le fommet d*un cône^quelccMique^ 
la courbe RAM ùl bafe, E F=6 la hauteur du cône, 
F P=tj P M=^y ; ayant mené la tangente MHy & 
du point JTla perpendiculaire FHfux MHy on trouvera 

M. m 

que E Hk eft l'Elément de k furÊice conique ; 



1>£ BERLIN D£ ly^S ir J74L »|f 

idonc cet Elément exprimé algébriquement ^ fera 

» J/^ bhdt^-¥-bb dy"- ^tdy—ydt. Cela pofé ; 

Soit la bafe du cône RAMvsi cercle dont Cfoit le ceO' 

tre; C-^=a,ou=i:i,CJF=cc,CP=r=:^; on aura^«« 

Vaa — îî J / = c — tî — ^^ = ^îî& TElément de la 



Vi 



^' X 



furface conique fera — ^ • Soît 

1 — ra=tff&«s=5 ; ficfoit déplus^* -H c — l 

ess^^ — 2 ce -Ha r = 5 : on trouvera que l'Elénient 
dont il s'agit eft Z 



té m 



i M |/c c "h B X -^ A m * 



c c d 3$ 
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B in Ai» 



* ' > > 



or = — ^ = ( Mém. Acad^ 

X X ^% X i»Kcc-f-Bjr-f-ilJp« 

BerL 1748.) ^C(^~')v^ay— I • V^i: c-hB:rH-^;rx ] 
(»cc — B)J* ^^ — % A X d X 



2X}/%x — 1 . y^cc-hBx-hAxx V^ijc— i •x^cc^^Bx-^Axx 

de-là il*eft aifé de conclure ^ comme il eft démontré 

dans les Mémoires de Berlin de 1748 ^ que la quadra* 

tuée de la furface d'un cône circulaire oblique dépend 

de la reâification des Serions coniques 5 ôc de la qu)-- 

dcatuce d'une courbe du ttoKiéme genre ^ doM rordon* 

G g i j 
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jnée eft Va^-^u x ■■ ^^ ^ " ""^ — îLl; — ^ en fuppofant 

;cs= , comme ci-delTus. Or il eft aifé de trouver, 

par une conftrudîon Géométrique , ^ordonnée de cette 

P M 
courbe. Car elle fera — t-„— xE H. 

A P 

Corollaire, 

La quadrature de la furface conique ne dépendra plus 

de celle d'une courbe du troilîéme genre , fî — B^ -: — 

r_.^^sr=a,c'eft-à-dire,fii?= — 2 cc;orJ? = — 2cc 
rhici donc <:= o; ce qui eft le cas du cône circulaire 
droit ; en effet TElément de la furface devient pour lors 

^i iv^ ■ +■ I ^ ^ £ç réduit à la reâification du cer- 
i/i — îî 

cle î ce qu^on favoît d'ailleurs : dans tout autre cas la qua- 
drature de la furface conique dépendra de celle d'une 
courbe du troifîéme genre. 

^De la Surface (Tua Cône qui a pour bafe une ElUpJer. 

m 

I. 

Soit maintenant R A M une ellipfe , dont CA foit ua 

des demi axes , C le centre yé le demi axe conjugué à 

'CAiotï trouvera, par une méthode femblable, que 

^VËlémene de la fufface conique eft t • • # .# 
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y^ ... e e e c z 



4 



^ l ii(tffl-h I . î j) -f- e fl 



Or en premier lieu fi c = o^ c'cft-à-dire , fi le cône eft 

droit y TElément fera ^" • 

Cette dernière quantité peut être fuppofée égale à 

— Jx. ^** -+- «* • ^ , (e étant une 

confiante que nous allons déterminer), c'eft-à-dire = 
à v^b^ 4- e* multiplié par un arc d ellipfe ^ dont les demi 



axes font il & e. D où l'on tire —r i = ~i! 



& par conféquent ^, c=a — ^ ^ ^ ^ ^ " ■ ; donc on aura 

le fécond axe e de Tellîpfe , dont la reftification donnera 
la quadrature de la furface conique. 

I L 

n eft vifible que la quadrature de la furface conique 

* propofée fe réduira à celle du cercle , dans les cas où on 

pourra faire enforce que le radical du numérateur foit 

un quarré ; car alors l'Elément fera — — '^ — ; 

or cela aïriyeja lorfque e^ccaaip(^eéc c-^ee bB^^aaBb) 
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[hbaa-^ee aa)'t d*ou i on tire ce*» 



ee ' 



èc par conféqtient la quadrature de la furface conique 

.fe réduira à celle du cercle, lorfque c* aura cette valeur, 

qui eft évidemment toujours réelle & pofitive , du moins 

lorfque e<a, c eft-à-dire , lorfque 2 e eft le petit axe de 

l'ellipfe. 

^ I I L 

BarroW dans fes LeSiones Geometrica , a fait voir que 
la quadrature de la furface d'un cône elliptique , fe rédui- 
foit à celle du cercle , lorfque ce cône faifoit partie d'un 
cône circulaire droit. On en peut voir la démonftration 
abrégée à la fin de l'article Cane de l'Encyclopédie. Or 
on peut prouver aulli que ce. cas revient au précédent: 
car foit Z> Jî = * (/g- 43- ) » ^ <^— c,FO=^a al'axe 
de rellipfe : foit menée ta perpendiculaire OGIDF, 
^ foh prifeD H^^DO', enfuite par les points C& F, 
foicnt tirées S R, f J parallèles à O ^i il eft vifible que 
fi l'ellipfe fait portion d'un cône droit, la Seûion paffant 
par sf R fera un cercle , & qu'on aura le quarré du demi 

axe de l'ellipfe ^«=J^Cx CR = = ^^^ 

^O.BF jp^^^Q)»-,^ 0^.j»^ùl'on 



H 
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ati — hb-'Cc 4J«iJ-4'«'c'* •4-»«*-(-»*'*-H4**c»-f-»c* 

tiretfcss; •+< ' , t. — r-=^ 
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Or le dénominateur de la féconde partie du fécond mem- 



htt^=^ b^'^^bicc^c^ -H 2 aabb — 2aacC'+-a^i 

a a — - i h — - c c. 

par conféquent en aura e e 



T Vb'^^2bbcc-^c^-^7.aabb — 2,aacc^a^; 
or cette valeur de <? e feroît précifément celle qu'on tire- 

roit de 1 equauon ci*delius c c = . 

Donc ôcc. 

I V- 

La quadrature de la furface conique ^ qu i a pour bafe 
une ellipfe , fe réduit à la reâifîcation des Seâions ce* 
niques > lorfque le coëificient à<i^^ dans le radical du 

numérateur cft == o , ceft-à*dire lorfque ► ■+• * 

bb = o. D'où Ion tire ^ * 3= 



aammmee 

V. 



Dans le cas dont on vient de parler , TElément de la 
furfece conique fe réduira à— ^t^^t>taa^c.aa--i77r^ . 

\/a a 



^^■■l^--"— »ii—^— —————— i^»l«»ii«^P»B» 



z z 



t 

& cet Elément feroit même réduâible à la reâifîcation 
du cercle y fi bbaa^e e aa-^ 2, ce^ %^ étoît un muM* 
pie de a — :|[. Or cette condition donne 2. c è^^B^bba 

^eeayàc mettant opur ^ ^ fa valeur ' — • on 

aee (aa — ee) 

trouycroit a c = ^a^ ou r c-^ * c- ■ ■ ■* 
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6 C C C ' ^ 

tz=:eé--aa. Or la valeur de 3 ^ = ^ demande 

que a foit > e ; ainfi foît a a — e e ^=jp aa^p étant un 

nombre quelconque plus petit que l'unité, on aura 

c^=:p a zta ^ pp — P* Donc puifque/? eft < i , la valeur 

de c cft imaginaire, Ainfi bba-^çcant peut jamais 

être égal à a c e*. 

VI. 



Puifque b b a^eea n eft jamais égal à 2 c ^ S on 
fuppofera - ^ ^ ^ ; 2^=^, &-— ^^= J/, 

& la différentielle fe changera en Tli 4>, |-^^A^ > 

qui dépendra de la reûification de rellipfe feule , fi 

^^ MM ç^ une quantité négative, c'eft-à dire , fi 

^ ^ <z •+- « ^ a > a «^ ^* > & ^c 1? redific^tion de l'hyperbole 
feule , fi MM'^aay c'eft à dire ^{ibb a-k- e e a<.'2c tK 
Voyez les Mém. de l'Acad- de Berlin 1 7^5, 

y 1 1. 

Reprenons maintenant Téquation générale de l'Elé- 
ment de la furface conique y qui a pour bafe une ellipfe i 
& nous trouverons encore que cet Elément dépend de 
la quadrature des Sellions coniques ^ lorfque le radical 
du dénominateur aurîi unç racine commune avec le ra- 
dical du numérateur ; or on trouve que les deux facr 

teurs du numérateur font:^— — ,, ^ -■ 



a 



DE BERLIN DE 174^ ET 174^. ^^% 

<l| / — ■ g e c c b b a a-h Ça'^* '- e* b* ) (bbag-h e* a * ) 
'— eecc-heebb î» a* * 

& ceux dû dénominateur font a — t&t+^>oï^ ^^^ 
donc pour l'équation de condition , 

. a x/'^eeccbb aa-h (a* i* — «* i* ) (ft^flrt-f-g» a* ) , 

■^ ^ i-^ r- =ss — r ^* 

d'où Ton tire (^^^c c-^e e 6ù — èè aa '^^ e e ca)^. 
*= — €ecchbaa^={à^ b^ — e^b^) x {bbaa^ââaa)^ 
ou â^ib^-^c^-^bb a a'+^caa — 2bbca — 2^^a^2ccbb) 
b^à^'^ccbbaa — a^ ^* ■+- 2 ^ ^ c a3 = o. Donc 



— t 



bb aa(,bb -^ c — a) ti /i r -i J 

^* 5s= , ; — • Il eft facile de 



Toir dans cette équation que {Bb^c — a) eft plus petit 
^que le dénominateur j ôc qu'ainfi é^ fera < a* ^ c'eft-à- 
dire que 2^ fera le grand axe de Pellipfe. 

VII I. 

Sî dans Texpreffion de l'Elément de la furface coni* 
que j on fuppofe > comme ci-delTus ,i — :^=«^j6c 

tt S5 y on trpuyera « comme dans le cas de la. fur^ 

face conique circulaire ^ que la quadrature-de la. furface 
conique elliptique dépçnd de la redification des Sediôns 
coniques, & de la quadrature d'une courbe du troifié- 
me genre ; l'Elément fera , en prenant u pour variable 1 

1 y ^-!=iz-3=rjrî — — r ,T 



du 
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or fok èb'^e — «c*»!^, — 2^^(rtf— i)-i-a(ï- 
aura pour l'ordonnée de la courbe du troifîcme genre 

- — ^ ■- ^ ^ ^ ^ ^ 



i***i***i^ 



'VJuCuu-^Bu-k- A X - ^^, — '^ > La quadrature de la fui> 

ftceconique ne dépendra plus de celle de cette courbé^ 
fiB=^ — 2 CC^ c'efl-à-dire , fi — 2cc^^^ce'--SLcctj 

eu , ce qui revient au même, fi c ^9= — ^;;^— » D où Tofk 

Voit que e doit être > 1 , c^eft-àydire > que ^ doit être lé 

demi grand axe de rellipfe^ ôc qu'outre cela ^ op doit 

ivoire: a:: a: e — a* 

I X. 

Si Ton fait u == ^ on trouvera que la partie qui 

dépend de la reâification des Seâions coniques y eft 

A d st % Ax i X 

%/i«-i • |/CC+B*-H i4*5? v'i y - I . i/CC+Bx-4-yfxx 

foit 2 ;c— i=/,Ôc ces deux quantités deviendront 



qui dépend de la reaîfieation de l'hyperbole feule , fi 
;_-^,- — ^ 1- c*C eft une quantité négative > ou /t 

'Bt-^-Atr^^o, c'eft- à-dire, fi 5 «= — ^ ; & ainfi du 
jrefte. 

Ju%i'ici nous avons fuppofé que ïa perpemËcuIaiie 



3?Ftomboitfurun point JT de Taxe Cj^prolongé* Mais (i 
le point F où tombe la perpendîculaîre , n étoit pas dans 
Taxe , alors menant par ce point F une ligne FC {fig. 43, ) 
parallèle à l'axe , & menant du centre G de Pellipfe une 
ligne G C perpendiculaire zFCy qUi rencontre cette ligne 
FCcn Cy on aura, en confervant les mêmes noms que ci-- 
4eflfus, l'Elément de la furface conique égal à une quantité 
'de cette forme ^^^^^^-HB^T-f-c^-^-L^/TT^, (x-hR^ 

quantité qui peut fe Amplifier en différentes occafîons. 
Par exemple , fi c étoit = o , c'eft-à-dire , fi le point F 
tomboit fur le point C, TElément fcroît alors de cette 

■ I ■ i 9 /* ■" M il » ^ .. . ■ 

forme " ■, = — ^ ^ A^Bzz -h l y/aa^^zz^ or en 

faifant Va a n =«= «* cette quantité devient de la forme' 

" ;■■■ — X v^K-hL«'-hMa, qui dépend auflî de la 

ircâification des Se£lions coniques & de la quadrature 
d une courbe du troifiéme genre ; comme on le voit aifé- 

tncnt en faîfant ti^i ^t^u^^s^Scs «±s=-.--^, & en em-» 

ployant une méthode fcmblable à celle dont nous noua 
femmes fervis pour trouver la furfaoe d^un cône circu-* 
lairê oblique* Mais en voilà affez fur cette matière^ 

fia iu fepùéme- Mémoire, 
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ADDITION 

» I 

* • • 

Au Mémoire précédent. 

JCj N ouvrant les Mémoires de Berlin de ij$6y jctrouvc 
un favant Ecrit de M. Euler, qui a pour titre > Expoji- 
don de quelques Paradoxes fur le Calcul intégral. Le 
premier de ces Paradoxes conMe dans certaines équa^. 
tions différentielles > dont on trouve l'intégrale en le» 
difFérentiant de nouveau. Si on jette les yeux fur les 
équations que M, Euler apporte en exemple de ce Pa- 

radoxe> on verra facilement qu'en faifant— ^| — '=^KÎ 

elles peuvent être toutes renfermées fous la forme gêné* 
raie x — ^ :(, = A :(^, A :^ défignant une fonûion quety 

i X 

conque de x, ou de — — . Or j'avois déjà fait cette cu-î 

rîeufe renMrque ( à la vérité en peu de mots ) dans les 
Mémoires de Berlin 1748 , p. 275, Art. XXVIIL Voici 
ce que j'ai dit dans ces Mémoires. Six=^yx^^ùkZi 
V équation appartient en mèmcHems. à une ligne droite éC à 
une ligne courbe. Caria différentiadon donne (j^H-T X.).dK 
s= o ; d'où l'on tire > ou bien d:^^=^ Oy qui appartient a 
une lignedroite, ou bicny^ssi — f ;j, qyi ejl à une ligne 
courbe. 

On voit donc que dès 1 748 ( & même dès 1 747 , com- 
me le pxouYe la date du Mémoire ) , j'avois confidéré les 



DE BERLIN DE iy^S et ij^8. 24? 
'équations dont il eft queftîon , 6c dotlt la propriété eft 
d'apparteiùt en même-tems à une ligne droite & à une 
ligne courbe, & d'être intégrées par la dîfférentîatïon. 
Je ne prétends point au refte difputer à M. Euler l'avant 
tage d'avoir aufli fait cette remarque j qui vraifemUable- 
ment lui avoir échappé dans mon Mémoire de 1 74.9 i 
puifqu'il ne l'a point cité. Mais comme ce grantd Géo- 
mètre l'a jugée digne d'être cxpofée en détail dans un 
Mémoire exprès , je crois pouvoir obfecver-que.ie fuis le 
premier qui l'ayc faite. A l'égard des aatres paradoxes 
dont il eft queftion dans le favant Mémoire de M. Euler , 
je lui dois la juftice que perfonne ne les ayoit remacr 
qués avant lui. ^ 

Fi/i diife^démt Mémoin ^ de VAd^ùoa, 
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EphaTquesftcr quelques queJHons concernant 

Vazrraâion^ 
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J'ai dît dans mes Recherches fur la cauje générale Jef 
Vents y Art. i, i > p* .42 ^ que fi la Terre eût été un fphé-; 
roïde allcfargé', îl n'eûrpas étéhécéflaîre d'avoir recours y 
•pour expliquer ce phénomène y comme l'ont fait quel- 
ques Auteurs, à un noyau intérieur allongé; & qu'il 
auroit pu fe faire qu'avec ud poy au intérieur applati y la 
Terre eût été allongée Vers les pôles. Cette vérité eft 
une fuite néceffaire & immédiate des formules que fai 
données au même endroit que je viens de citer. Cepen-' 
xlant un Géomètre Italien , qui a du nom dans les Ma-i 
thématiques , Ta attaquée par cette confidération , que 
fi le noyau intérieur étolt applati, & qu'on dérangeât 
le fluide extérieur de fon état d'équilibre , il n'y revien-. 
droit jamais , au lieu qu'il y reviendroit de lui-même y 
& le noyau intérieur écoit allongé ; d'où il conclud que 



I 
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"çtttt dernière hypotbèfe efila feidc propre à rendre rai*> 
ion de Téquilibre. 

Je poûttots d'abord répondre que dans toutes les re^ 
<iherches qu'on a faites jufqu ici fur la Figure de la Terté^ 
il n'a jamais, été quefiion que de Técat d'équilibre ; âc 
ijue jufqu'à ce Géonietre , on n'avoir point encore penfé 
à y ajouter cette condition , que le fixiide dérangé de cet 
Àat>fe rétablît de lui^-méme» Ainfi^en partant de l|t 
manière ordinaire d'envifager cette queftion:^ ^e ne den 
vois point > ou du moins je n étois pas obligé à £ïice ënn 
trer cette coftfidération nouvelle dans mon calcuL Ce* 
pendant ^ à l'exemple du Géomètre dont je viens dé 
{parler 9 je vais y avoir égard ^ fie je prouverai qu'il â'eft 
|)«8 nécel&ire y dans cette hypothèfe méme^ que le fphé« 
joïde intérieur foit allohgé f pour que la Terre Le foit^ 

Pour ne point cépéter ce que j'ai dit ailleurs > je con- 
Ictverai les mêmes noms qoe dans Tart. 5 1 déjà cité 
ides Rec&ervAes yîir /es F'eitts ; j'appellerai r le rayon du 
fphéroïde tant intérieur qu'extérieur ^ parce qu'on fup- 
çofe que le fluide qui couvre le xioyau intérieur^ ait très- 
|>eu de hauteur par rapport au rayon de ce noyau ; ^'. 
ia diâférence des axes du noyau y et celle du fphéroïde 
extérieur > ^ la force centrifuge à l'équateur^/^ la pefan- 
tour 9 A là denfité du noyau ^ 6c i^ celle du fluide ; & oh 

aura dans le cas de réquilîbre ^^ ' * «-f-5*(A- ) 
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Si cette quantité > au lieu d'être «ssa.^eft pofîtive ou 



iiégativc; c'eft-à-dire, fi la force perpendiculaire atf 
rayon ofculateur > & par conféquent tangente à la courbe 9 
-D'eft pas nulle 9 alors il n'y aura point d'équilibre ;& le 
fluide ne pourra fubfifter xlans cet état ^ & cherchera né* 
jceiTairement à en prendre un autre ^ c eft-à-dire à s*ap« 
platir ou à s'allonger* Si la quantité dont il s'agit ^ eft po«; 
iîtive y c eflrà-dire ^ fi la force tangentielle eft dirigée des 
f oies vers l'équateur , le fluide tendra à s applatir davan-. 
•tage 9 ou à s'allonger moms ; fi au contraire la quantité 
-eft négative > c'eftrà-dire, fila force tangente à la courbe 
eft dirigée de Téquateur vers les pôles , l#fluide tendra 
à s'applatir moins ou à s'allonger davantage. . 

Or /pour que l'état d'équilibre foit tel^ que fi on dé- 
mange le fluide de cet état y il le reprenne de lui-même ^ 
il faut ; i^ que fi ie fluide eft allongé & en équilibre^* 
&, qu'on le fuppofe moins allongé^ la force qui dans le 
«as d'équilibre iétoit zéro ^ibit négative dans le cas d'uA 
moindre allongement ; c'eft-à-dire y que cette force foît 
4irigée de l'équateur vers les pôles. Car alors cette force 
{ fuivànt ce qui vient d'.être dit ) tendra à remettre le 
fluide dans un état de plus grand allongement^ & par 
conféquent dans l'état qu'il avoir, lorfquil étoît en équî- 
Jibire^ 2^.11 faut au contraire que fi le fluide eft plus al- 
longé que dans Pétat d'équilibre y la force qui étoit tseo 
dans le cas d^équilibre, foit pofitive dans Je nouvel état 
d'allongement, c'eft-à-dîre , dirigée des pôles vers l'équa- 
teur, & tendante à diminuer l'allongement du fphéroï- 

àfiy^k le remettre dans (on état d'équilibre. 5^ Far 

la 



la même ratfon ^ (i le fluide eil applati ^ dans le cas d'équi- 
libre y il faut que la force dont il s'agit ^ foit négative 
dans le cas d'un plus grand applatiflement ^ & pofitive 
d^ ns le cas d'un applatiflement moindre. 

Donc en général^ a^ étant la différence des axes dans 
le noyau intérieur > 6c cette quantité étant potitive ou 
négative > mais invariable ^ fi nous fuppofôns -que a foit 
la différence des axes du f phéroïde extérieur ^ dans le 
cas d'équilibre ^ laquelle fbic auili pofîtive ou n^ative^ 
^lon que le (phéroïde extérieur fera apf)lati ou «allongé \ 
imaginons que cette différence devienne ct^-/ j enforte 
que le fluide y par quelque caufe que ce foît^ devienne 
plus ou moins applati , ou bien ( ce qui eft la même chore ) 
moins ou plus allongé , favoir plus applati ou moins al- 
longé , fi /> eft pofitif , 8c moins applati ou plus allongé y 
fi / eft négatif; on aura \ i^ pttifque le fluide eft en équi- 
libre dans le cas où la différence des axesefl <*, Téqua-; 

tion — H —7 a =: o. 



a^. Dans le cas où * -4- /» fera la différence des axés ^ 
on aura en fubftituant et •+•/ , au lieu de a dans lexpref: 
fion précédente j une quantité qui devra être négative , 
n / eft pofitif ^ & pofitive , fî / eft négatif^ ^e quelque 

f\gne que foit d'ailleurs c; c'efl-à-dire que ^ — -^ -— / 

doit être négative fi / eft pofitif ^ 6c pofitive fi / eft né- 
gatif. Donc 3 ^ doit-être ^ $ ù.-. 

Donc j pour que le fluide xeprenne de lui-même fon 
Opujc. Math. Tomi L I i 
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éxzt d'équilibre , il n'eft point aécdTaire que le noya^ 
intérieur foit allongé dans le cas oà le fluide fupérieuc 
ie feroit lui-même > il fuffit que la denûté du fluide foit 

plus petite que de celle du noyau. 

* IL 

Une nouvelle confédération va achever de mettre àzxA 
le plus grand jour ce que nous venons de dîre. Nous 
avons démontré, p. 45 des Recherches Jur la caufe gé^ 
uéralé des Kents , que fî on fait j A = j J^ — f^ oa 

aura«i= -^^^ .U ou Ion voit que 

fî le fluide cft en repos , & ne tourne pas, c*eft-à-dire-^ 

fi la force centrifuge ^ eft nulle , on aura * sas — <- ♦ 

Suppofons \ préfent que le fluide tourne ; U eft évident 
que cette rotation doit tendre à l'applatir davantage ott 

\ l'allonger moins; donc ^'^ doit être une quan- 
tité pofitive , de quelque figne que foit d'ailleurs la quah* 
tité _?lil^:tZL_ qui exprime la diflGérence des axes 

dans le cas de ^ «= o. Doncy doit être négative, c ieft- 
à-dire,que y A doit être plus grand que 3 /*}.précifé-r 
jnent comme on l'a vô ci-defliis. 

Si le noyau intérieur étoit allongé , enforte que «' fût 
àégatif , & tt de plus /étoit pofitif , c cft-à-dirc > q;<ie y A 



fik plas peck que 3 /| alocjs f étiattss^, fô fphi^oïde 

extérieur feroit allongé , pxiifqu'alors — — l_ZJLL.feroic 

négatif; mais fil on fuppofe qu'en cet état d'équilibre ^ le 
ijphéroïde vienne à tourner^ il tendra à devenir moins 
allongé par la rotation ; au lieu qu'il doit Têtre davan* 
tage pour qu'il y ait équilibre > puifquey étant pofitif , la 

quantité ^ r ^^ négative. 

Âinfi , dans le cas où la Terre feroit un (phéroTde 
allongé > Phypothèfe d^un noyau intérieur folide & al"^. 
longé ne feroit pas plus avantageufe pour expliquer cet 
allongement y que celle d'un noyau intérieur folide fie 
447plad , fi y étoit pofitivc , c'eû - à • dire ^ fi y A étoiç 

Ce n'eiï donc point la figure du noyau Intérieur» 
comme le Mathématicien dont nous avons parlé fem* 
ble l'avok cru 9 qui empêche que l'équilibre troublé ne 
fe rétabliffe, ou qui contribue à le rétablit ; c'eft le rap- 
port de la denfité du fluide extérieur à la denfité du 

noyau ; fi la denfixé J^ du iluide eu < de la denfité 

A du noyau y l'équilibre dérangé fe rétablira de lui-mê^ 
«ne ; fi elle eft plus grande , l'équilibre une fois dérangé 
fie pourra fe rétablir. 

Cet équilibre fe rétablira donc y quand même la den- 
fité J^ du. fluide fupérieur feroit plus grande que celle du 

noyau ^pourvu qu'elle fût < — ^ de cette denfité du 

1 i) 
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noyau. II eft vrai que k plupart de ceux qui ont trait£ 
de la figure de la Terre , ont fuppofé que ^ devoit toit- 
jours être < A > les couches les plus voifines du centre y 
devant félon eux, être les plus denfes. Mais cela n'eff 
nullement néceflaire. Voyez mes Recherches /îir le Syftir 
me du Monde y Troijiéme Farde, p. 187 & 188- 

I I L 

Dans le même Ouvrage déjà cité ^Jitr &i cau/e gêner 
raie des Vents ^ il s eft gliffé une erreur de calcul qui n in-* 
flue en rien fur le^iefte de la DifTercation ; mais qui étant 
corrigée^ donne lieu \ un réfultat curieux & importantii 
Je fuppofe ici^ pour ne point merépéter.^ qu'onait TOu* 
vrage devant les yeux ; il faudra réformer ainfi la fin de 
la page 1^55 > & le commencement de la fuivante^» St 
» on fait tourner Tellipfe Q M^T { fig. 44. ) fur O C> 
» le pla» MCZ demeurant in^mobile \ C T deviendra 

• r — a — — , & ^ne changera que 



r r 



» d'une quantité infiniment petite du fécond ordre ; d*ou 
» il s'enfuit que C M dans fa première pofition étant 

» r-t- (et 4^ : — ) •eUe fera dans fa 

■^ leconde poution r + ( <t.Hr Hr j 

— j j enfin Fangle entre la ligne CJb dans fà 

• pcemieie pofition > ôc la ligne Cjlf datas fa pofidon noun 
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m vclfe, fera à l*angle ,1 — --. : : •rr — ??:/•; de-li 

• Il S enfuit que X: «=« r-;;;;^ — : : — aivue pzs 

Donc Ji' n eft pas égal a "—^ x -^-ii-. 

■r Aînffun fphérorde qui n'^eft pas un foKde de révofu^ 
» tion , & qui eft par- tout de la même deafîté ; ne fa^tf^ 

• roît être en équilibre. 

» Si le folide propofé n*cft pas par-tout de la même 
wdcnfîté, mais qu'il renferme un noyau dont C foit le 

• centre^fic dont les rayons r^ yr^ — <ft%r^-^a^ — di 
» foientpeu différens des rayons correfpondans CO y CK , 
» C Y ; alors nommant p la force ou pefantèur en M 
» fuivant MC^U A la deniicé du noyau intérieur > oa 

m 

» vatzp = à peu près — ; & oïi trouvera que fa- 

« force perpendiculaire au rayon C Mt dans le pla» 

i,-lî£LJL=LiI_ ; or le rapport de cette ibrce à la force 



r r 



.p fera égal à >t , fi J^ ^-f->t- ;;' ) + ( i^-<r)[ 
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» ôc comme cette équation doit avoir lieu > quel que 
» foît -^' , il s^enfuit que cette équation donne féparément 

m les deux fuivantes ; i*». H ( A — • J^ ) — sas JLz ; 

r ' r 3 r ' 
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^ > ouiS == — ^^ A régatddç la force 



• perpendiculaire àiTJi dans le plan MCZ,élc feia 

» ;; XI xC-t-i 

. JiJLiirifilll^ X C'3i & k apport de cette 

• force à/» fera égal a A , fi -- — -^ y. j^ ^ — ; — J 

» eft égal a — ^^^ ^^i d ou 1 on tire G= ; 

3 

é(|uatioa (fueja première condicioo a déjà donnée» 
» Ainfî , pour que le fphéroïde foit en équilibre en 

• vertu de la feule attradtion de fes parties , ce fphéroïde 
» n'étant pas d'ailleurs un folidc de révolution ^ il faut; 

» i^. qu^ — —• foît = -TT"^ c'eft-à-dire que le noyau 

^ & le fphércnde ibient femblables ; 2®. que = 

•» — — — "^-T"- On voit auffi que fi a' & C' font éçaux à 
» *éro^ c'eft-à-dire & le noyau intérieur eft fphérique ^ & 
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s que de plus yA = jJ^>«&C pourront être tout ce 
■• qu*on voudra , pourvu qu*on les fuppofe très-petits. 

• Dans Gc feul ca» le fphérotdê extérieur pouita être de 

• telle figure qu'on voudra-, poMrva qu'il diflfére peu d^unr 
» fphère ; & c eft le feul cas où il ne doit pas être fenx- 
» blable au noyau întérieun 

I V. 

• Si le fph^roïde tourne autout de Faxe O C* H en té' 
m fuheca une force fuivant f^M^=ss - — ' - ^ > , ^ étant H 

• force centrifuge en JC ; 6c comme on fuppofe tp très- 

• petite par rapport ïj> , cette force fuivant /^ M fera =5 

. ^^^^\ , ; fit la force perpendicubice au rayort 

» c Mdztts le plan O M TC devra être £inuiuée de la 

i» quantité ç-^ ^. Quant à la force pcrpendir 

» cuhire z CM dans le plan M CZy elle ne recevra 
» aucune sdtération ; ainfî il n'y aura d'autres change- 

• mens à faire dans les calculs précédens > que de tratiP^ 

• former Féquation i-^-r^ .— Ji)_!LL.— :-i — ÎL 

• cnccllc-<â il^^-±^ — j.(A — /)-^l 

S A « a p S A . V 

5 ^ 
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» regard de la valeur .de —77- i elle fera la même qôc 

» dans TArt. précédent , favoir — — ^ j mais «Hé 
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5 



» ne fera plus égale à — ;— . 

n eft donc évident; 1®. gue Ton peut avoir (mêmeétt 
fuppofant tin mouvement de rotation ) un fphéroïde dont 
les coupes par Taxe ne foient^ ni femhlables > ni égales^ 
& qui foifc néanmoins en équilibre y pourvu qu il y ait au 
Centre un noyau > dont ia denficé foit différente de celle 
de la fuxface » 2^. que dans ce Sphéroïde la quantité G dé- 
pendra dp la feule quantité G^ & la quantité a de la feule 
quantité a' > fans que ci dépende de G ' , ni G de a'; 3^quc 
la valeur de cl fera la même que fi G'étoit = o> c*eft-à- 
dire , fi le noyau intérieur étoit fphérique. Car cette va- 

' r ■ - ^ — - — J[ 

leur eft la même ^ue ïa valeur -ii "^—^ ^ 



5^- 
ijupa a trouvé p. 42 <le F Ouvrage cité pour le cas d^un 
fîoyau fphérique. J-a feule différence vient de ce que 
dans J'endroft. cité, on rcgardoit a ôc a^ comme pofiti- 
v^s^ ç'^eft-à-diiTe le fphéroide & le poyau comme appla- 
tis ; au lieu qu'ici on regarde le fphéroide & le noyau 
comme allongés i &: par conféqjjent a & a ' comme né- 
-gitives. 

Ainfi la diflimilitude des méridiens n'empêcheroit point 

que 



que la ^reâion des qczvcs ne pût «être peipendicuiaire 
^ la fitffaçe de. (a Tecre en un fi^ifit ;quelcQaq«e^ l^ou^ 
avpns iak vbH^ de plus dAn& les jyiémokes. de- t'Açadd* 
mie des Sciences .de 1754^ que cette diffimilitude no 
BÙifoit poiiic non plus aux ph^omenes de la FréctJJion 
des £quinox<s. Nous avons eafin prouvé dans la txxÀri 
XvéïXïfz Partie de. nos Recherches /iir lejyjléme du Monde i 
ig[i4e les . obier vations œ foucnifTent pas xies argume^i 
iuffifans en faveur de la fimilitude paifaitedes méddiens. 
Donc la dUfimilitude des méridiens dé la Terre n'eft 
jufquici prouvée i ni par la théorie > ni par les obfervat 
tionst 

9 

Dans TArt. Gra^Uoêiom-^e ^Encyclopédie > 6c <!&»$ la 
troifiéme Partie de me%. Recherches fur Je fyjlime du 
"^ Monde ^ p* 158 & 199, j'ai remarqué qu'un point pl?*^ 
fur 4îne furfaçe l|Aérique^ éprouve de la: paît dç^.^Ç 
furface, une attraSEion qui n'eft que la moitié ^c celle 
qu é^iou^eroit ce .même points pbbôé aii-c^^'^^ ^^ ctxx,^ 
même furface à une fi petite diftance f<j'on voudroit, 
pourvu que cette diftance ne fut p3s'= o. J'ai effayé 
^ailsje^ ntêines endroits cirés 5 ft fur-tout dans TArt. 
-Cmwwiiw, de Tendre raifon de ce paradoxe^ en ana- 
Jyiant & en décompofiint , pour ainfi dire, le calcul pat 
lequel on trouve la gravitation d'un point vers une fur- 
face fphérique. A cette analyfe j'ajouccrai ici quelques 

r^oexioiis. . 

Ôpufc, Matk Tomi L K k 
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Sokji {fi^ 4$,) ie poil» attifé , B Ù^ 1 1« Àydn <fr 
la fiufàce atâirante >^^^ a^ B-M^^ , ^ le tA'ppttt àè 
la âetei't^àKnwféKMce *!' ti(j<yti\% dîffiéifettcièllé dé 

î^attîââiôh féiâ *- .^^ Trr'i cette idîffâren^ 

tieUe cft com^fôe de cièu* î)arties, favo'ir ±-**"'*^^ , ^ 
le-, .- *.f r-*^4^| n .. Ot-a cft.<rat)ôfd'évidettf,(iW 

quand »£«:», k {tD>ii)|j3te .<liâ^reatiellè ^étanbmft>& 
que fi h a'eft pas :£= a^ t'ititégici^e dé cette piemtBce dî& 

iérentielle eft — -r-—C — - .^ — ' f-}, 

laquelle ( en fuppofant n iilfimment plus petite que r) (e 
-- . > »w.r;» /■ » . . . j V 

;^^<JBtg^- ,i . . I • — i ■■ ■ ■■» " - >r i ««. . ma i'ti!i'. u> . ... x . ■ ■ ■ 1 

en Pj-firitérirale dcvîendï» à *irjiB%(^4^ — -—Xquî 
ie léd^ à « ir > j^tce qve-rrp^ peutitxè n^^ug^ pa» 

tapportà ; , On voit donc comment une différcnr 

ticUet qui eft «s ai^-biett que fbn iat^ale ^ lôrfqu«^ 
o es ^^ peut devenir fîme > en fuppofiuit o^fi petite qu'oA 
voudra^ pourvu qu^elie ne fioit pas ^â: ^ Jf'avois déjà Mt 
cette remarque dans Farb Gravimùon de VEncyclop^ 
die > fie M. de la Grange la faite auffi depuis dans le 
premier Volume des Mémoires de r Académie des Sciem^ 



its dé 2Ito».. m. àc. U. Grange remarque de plu* , avec 
^foo,g«?e fii^^B çftj négatif, l'iot^gralc qui étort » ^ 
dans le casde^JÎ politif , devient alors ==—-*, ■y, Ai^fj 
yoilà uiie quantité Aïgébr^qjicqvi , 4»i^.lfi «33 de«J>^ïi- 
|iye}4c ft petite: qu'on vo\:^4«*^ eft * a '^jïjH?^ ^"^s iq 
çasàcnsssocQ. ^9% ai qui dajis le cas de a mégative ê^ 
fipctitequQtt voudra, devient =55 — ai^, 
: P0»tadpuçit.(f^iepui?padcraiiifi):cçtte,€fpèçci4c pat 
fad9K« ,d'vnç quantité ijui s'éranAuit touxr à- cçyp fai>ç. 
«voir pftlTé auparavant par dès diminutions fiicceifivi^ ^ 
k'vt<M, apporté dans mes Reehcrches Jur \lt fyfièm d^ 
Jkbnd^t.$' ij?jp>IIIv Parti? ji*cjccmplp de la cowrbç 
^ «p Vax -^ Vi^pHhf) ,.qui^cpmmf ^I, Çyler Ta re- 
«iarqu4iiper4 fubiitenjiçntm dian^w loî^qfiff 3==p«M, 
de la Gïa4gÇ f» objcûçique çercxçrop^ u'^fl paf analç^ue 
su pt^pédeat , parce que dans Je cas 4e i =»=^ ,o , la. courte 
«ftC^^nnpofée d'vin fyftêaae -de-devx foy^b^s diff^ijfrS^ 




.4îue. p0^" i*0«tçr,(W^ «^ «»> i?fP>lle h .Lof. .4a forir 
d/mfé (daçs qifçlqwib |;eûs ^«on .jp^fp^tic ce ;n:\Çrt/qf 
:Vobf«¥* pa? tQUJOUfç vdansjcs qv^tU^s Algébriques. 
<^t 'là «ft -^fi^m. C*cilç 4'app««^. H? «temple phj? 

-^ frL-„' -fici^y^'-^^ iÙîï^^ clair qiietàirtà>è;*£ 



I 



%2ô RÊ M^ Rqu É^ 

maïs quand -^ £ = a, il n'y aura plu$ de- (brface j f^ 
AE G Ffera == o ; la furfecc fç réduHatrt abts à un# 
ligne droite. ' • * . ; .. 

' Cette dernière msfnîéfé d'expEqtrer îe paradoxe eii 
qtieftion, me paroît, (i je 1-ofe dire, plus kiminèufe 6é 
plus fîmple ^ue celle de M. de la Grange , qui mérite 
que je m'y arrête un moment. La différence finie entre 
lés attrapions , lorfque n^o^yfÂ lorfqué /5^ cft finie & 
fi petîte qu*6à voudra, dépend* fclbn lur, du point d* 
ii la fiïrfàce B{fig* 4y* ) qui exerce une .'force finie , fit 
» st=s a ^ fur le point A, lorfque Ton fait éxraoouir leur 

• diftahce AE. Poiir s'en convaincre y on n*a qu'à réflé^ 
m chîr qu'un point de furface eft néfceflairement un inftt 

• nîmcnr petit du fécond ordre , ôc que la fonQXovtLAB^ 
to de la dii&nce évanouifTante devient auffi infiniment 

• petîte du même ordre ; d'où il s'enfuît que TattradioA 

• du point A ( qui cft proportionnelle à ce point divifé 

• par h fiaâibn donnée) deviendra finie, & en peut s'a& 
!• furer d^dHeurs qtie cette attraôk» fera s»^ 2 W; Ceci 
Wpbfô^ quand on fak vehir le points à là furface de 
» dehors y on a Vattraâion ='4 ni > qui eft compofée de 
m Fatttaûion 2 ne du- point yrf> & de l'autre panie 2 ne qoî 
m doit néceffairement exprimer l-attraâion^ du reftb de kt 

• furface. Mais fi Ton fait que le pointa vieone touchAt 
'U k Êirf^cè ao^dedans > alors l'attradion 2 ne du point A 
m devra agit en fens cootraire*^, & jeiote avec l'autre 
» partie 2 ne qui agit dans le même fehs qu auparavant j^ 
i^ donnera: a 7r«i-i a^rss^poucraoxaâjioQ daçs ce cas; 



SUR rATTRACriON. i»i 

w enfin d'ie point eft d'abord placé Air la furface en J?^ 
• on exclut dans ce cas rattraâk>n du point de furface 
^B ^ ôc on. a feulement 2 ^ pour rsttraâion totale # 
•» comme le donne le calcul «• 

1^. Je n'entends pas la diMnâion que veut mettre M# 
de la Grange > entre un point qui $ou4:ht une Jwfacc ta; 
dekorsy un point qui eft placé fur cttu Jitrface , & un 
point qui la touche en-dedans. Car^ comme une furface 
n'a pokit de lasgeur > un point qui comcfcle avec une: 
furface , ne la touche proprement ni tn-dedaas , ni eor 
dehorsy ou> fî Ton veut ^ la touche en*dedans & en-dehors^ 
toçt-à-la-fois ; & wvpoifit qur ne coincidr pas avec la fui^ 
face j ne la touche point. Cette notion de la furface eft 
adoptée de tous ceux qui connoiflent les Eiémens de 
^ométrie > 6c je ne vois point ce qu'on peut y oppofec 

sP* Si par les mots de toucher en dedans ou en-dehors y 
JJi. de ta Grange veut dire ^ être placé à une di^ance infî^ 
niinent petite en-dedans ou en-dehors> alor» i'expreflion 
^entend ; mais je ne conviens pas de ce que prétend 
l'Auteur^ que le point de fur&ce B^ qui eft néceffairer 
ment un infiniment petit du fécond ordre 9 exerce fur 
le. point w^ une attraâion finie âc s» a 9r« Car l^ pour- 
quoi faut-il nécejfairement regarderie pointa de la fur* 
face comme un infiniment petit du. (econd ordbe l Ce 
poitu: £ n^eft qu'ua point fans étendue > incomparable enr 
hû-même à quelque fbcface qpe ce foit. 2,\ Si au lidt 
du point JF on fubftitue ea effet une furface circulaire r 
téèllement infiniment petite du fecond ordre^^d^nt TaSG 



cUTe foit B j& j ac Je xayon £0,on crouveÉi fidle* 
ment ( voyez i'Atàdc G&a kitatioît de 1 Encyclopé- 
die ) , que Vattraaion de cette furface eft ■'*^^"^'^^.>..; 

^^^^^ ^ , qui fc xédmt < a casfç 

âe /i înfinînicht pctîte^ à 2 'tt/z f — "^ 

•^ — - — K( Vnn-4- 2n;ir-4-2rAr— /î), oua'Jt— — — — — 

^..^« -j ^ c^^ ^^,^ , „ ,, ,; , ^ .. , ^ pafcequo 

cft infiniment petit. Or cette quan-^ 



% 9 A B 

tité 2 -r — ■■ ■ ■ ■ * n'cft =«^ 2 -ït que dans k cas oà 

!/£ cft infiniment grande par rapport à ^ 5^, parce que 
le terme * > ^ ^Z - ■ - s'évanouit alors ; êç îl Êint pour 

Au . • 

cela que Jî O foît infiniment grande par rapport \AB^ 
Donc quand même on rcgarderoit le point de furface 
B comme une furface infiniment petite du fécond ordre; 
on n^en feroît pas en droit de conclure que Tattraftion 
4e ce point fur le point ^ eft = 2 ^^V 

M. de la Grange fe fcroit exprimé, cfe me femble; 
plus exaâement , s'il avoit dit, que tirant du point -^ la 
tangente A F y Tattraélion de la pcwtion de furface for- 

piw par Jatc iï jT cit 2 ir j^ — •+• — —^ — > 



ifak fe réduit ( dans le cas où /# £ eft infiniment petite du 
fecottd ordre) à %nc^ parce qu alors non^-feulement ^ Â 
%iAF font nulles par rapport à /-> mais encore ABt^ 
«dite par rapport ïAF. Ainfî tant qae AB n*e^ pastr^^ & 
îbf(^u ) rattraâîon de la furface formée ^ar B F, ef! finie 
ACttt^a ^} mais lorfque ^ J7 «s a ^ cette fur£acô 6c fon 
tttrââion fut le point A s'ëvanouiflent* 

On peut encore conficWrer que la même furface B F 
4p\ exerce fur le pointa une attra£lîon 'finie Vlotfque 
AB e(l infiniment petite du fécond ordre > n'ejcerce plu$^ 
Ibr ce ftiême point qu'une attraâion infiniment petite y 
lotfque AB zmm o^B Freftant toujo«» la même & infi-^ 
nSttidnt petite. Le calcul en efl: facile à faire> 6c on trou- 

Tera que rattradkîon efl ^ — ■ ^ Ce réfultat n'a rien 



furprenam; car en reglUrdant £jF comme une ligne 
droite > 6c la futfâcequi en eft formée^ comme plane ^ 
Fattraflion que foufire le centre 5 , feroit abfolument 
npUe \ mais la petite courbure de la furface fait que cette 

attraSion eft -^ . , 

On peut remarquer en paflant y que fi on regarde B F 
comme infiniment petite du premier ordre y 6c par con^ 
féquent la furface engendrée par B f comme infiniment 
petite du fécond ordre y AB^ fera infiniment petite du 
quatrième ; de forte que y fuivant le raifonnement de M. 
de la Grai^e>rattraâiondecettefur£ace furie pointa 
feroit infiniment grande da fécond ordre > quotqaelle 



ôtTé REMARQ^UES SUR VJTTSACTIOJ^. 

ne fort réellement égale qu'à 2 ^. Mais en voilà , c6 Aici 
fecnble^ aflez pour faire voir <|ue Texplication du para^ 
doxe doopée par cet habile Géomètre ^ eft infuffiiante % 
ce qu'on ^ ne peut pas ^ ce me femble^ dire de k nôtrpt^ 
Dans i'Articlç Gravitmion de rEncyclôpédie ^ j en ai 
donné rexplication analytique > en montrant comment 
une partie de la difiérentielle & par conféquent de. 
t'int^rale , s'évanouit dans le cas de t» =3s a. Ici j'en 
donne la vraie raifon Métaphyfique > en montrant quei 
Vattraâion de la furface formée par B F y eft toujours 
t=-znc ^ excepté dans le cas où AB àiBF font ^=^0. Sï 
le pointa eft aur dedans de la furface^ par exemple en 
{Mjài qçe BM Xolt infiniment petite du fécond or« 
dre y on prouvera de mêmp > que lattraâion de la fur* 
face formée par jPuV ^ eft =t= a <i 

m 

Fin du huitième MémcurûM 
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NEUVIEME MEMOIRE. 



Doutes fur différentes quefiions i^Optique. 

J E me propofe d'examiner dans ce Mémoire difiérens 
points fondamentaux de la théorie de la vifion ^ fie de 
jnontrer combien il refte encore d^incertitude fur ces 
dififérens points. On y verra que nous n'avons encore 
rien de bien affuré y ni fur le lieu apparent des objets ^ 
ni fur leur grandeur apparente , foit dans la vifion direde , 
ipit dans la vifion réfléchie ou réfraâée« 



f 



Tous les Opticiens ont pris jufqxi'à préfent pour un 
axiome^ que tout objet, ou plutôt tout point vifible , eft 
apperçu dans le rayon qui va de ce point vifible à l'œiL 
Cette Propofîtion ne parôît devoir fouflrir aucune diffi- 
culté, lorfque le rayon vifuel eft dans Taxe optique 
xn^me ; parce qu'alors le rayon vifuel trayerfe l'œil en 
ligne droite , fans fouffrir aucune réfraâion. Mais il n'en 
eft pas ainfi des rayons qui entrent dans 1 œil obli- 
quement, & qui viennent des côtés de Pobjet. Garces 
Opufc. Math. Tome L L 1 



!f6i SUR BiTTE'RENTESr 

rayons fouf&ent néceflairement des réfraâions dans I«c 
humeurs de Pœil ; de forte que la partie du rayon qut 
frappe le fond de l'œil > & qui eft la caufe immédiate 
de la vifion , n eft pas en ligne droite avec la partie du 
rayon qui eft venue du point vifîble à TociL Ce n^eft 
pas tout ; le rayon qui frappe le fond de Tœil , nWeâe 
pas Porgane fuivant fa propre direâion : mais fon aâion 
fur le fond de l'œil , doit s'exercer & s'eftimer ( confor*- 
xnément aux loix de la Méchanique ) fuivant une direc- 
tion perpendiculaire à la courbure que le fond de l'œil 
forme en cet endroit. Or je demande maintenant > ful-s» 
Vant quelle direâion on apperçoit le point vifiblef Eft-c© 
fuivant la direâion du rayon qui va du point vifible à 
Tœil? L*expérience paroît le prouver, ou du moins telle 
eft l'opinion générale des Opticiens. Mais i^. il eft diflî-.» 
cilc de faire cette expérience d^une manière bien fûrc ÔC 
qui ne laifle aucun doute ; car tout point vifîble placé hors 
de Taxe Optique, nous laifle toujours quelque incertitude 
fur la véritable place où il eft ; & la preuve qu*on en 
peut donner , e^eft la difficulté d'enfiler un anneau , par 
exemple y qui n'cft pas vu dans la diredîon de Faxe Op- 
tique {a}. Dérailleurs par quel moyen s'aflurer de la di- 

( 41 ) Non - feulement il eu nécefTalre que Tobjet folt dans la direâxon- 
(ie Taxe Optique , pour être jugé à la véritable place oà il eft ; mais il 
faut encore qu'il (bit tu des deux yeux à la fois , & qu*il €t trouve par 
conléquent au concours des deux axes. Car qu'on fierme un œil , de qu'on 
tiche enfoite d'enfiler l'anneau , on éprouvera plus de difficulté que quand 
en a les deux yeux ouverts» Cefi un fait ^nt les Ecrivains 4'Optique corn- 
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îëâion ptécife du rayon vifuel > à quelques minutes ou 
même à un degré près ? J'avoue que cette détermination 
tne paroit très- difficile ^ 6c que leftimation de la direc- 
tion de ce rayon fera toujours un peu vague 6c incer^ 
taine. 2^. En accordant même que Ton apper^^oive le 
point vifible fuivant la direâion du rayon vifuel qui 
lentre dans l'œil , le fait paroit inexplicable. Car en^n 
ce n'eft point cette partie de rayon qui produit la vi« 
fion ; c'eft la partie qui vient tomber au fond de Pœil 
après avoir été rompue > ôc qui ne fe trouve point en 
ligne droite avec la partie du rayon vifuel qui entre dans 
Tœil. Comment ôc par quel principe Pâme démêle-t-elle 
que l'objet n eft pas dans la diredion du rayon qui pro- 
duit immédiatement la fenfation > mais dans une autre 
direâion fuivant laquelle elle n'eft point réellement 
affeaée 2 

. Dira-t-on , ce qui parok le parti le plus naturel, que 
Tobjet eft vu dans la direâion de la perpendiculaire me^ 
née du poinc où le rayon rompu vient tomber fur le 
fond de Toeil ? Mais i^, cette perpendiculaire pouvant 
s'écarter très - fenfiblement de la dircâion qu'avoir le 
xayon incident, lorfqu'il eft entré dans Poeil, ne s'enfui*- 
Yxoit-il pas que les points vifibles placés hors de l'axe 
Optique , fcroîent apperçus ailleurs qu'ils ne font réel- 
lement ; ôc qu'ainfi les objets les plus proches de l'oeil ^ 
Ôc dont il eft le plus à portée de juger, paroîtroient d'uno 
grandeur ài£^étcntc de celle dont ils font en effet? 2\ 

Comme chaque point vifible eft vu des deux yeux , puif- 

Ll ij 



SVR DIFFERENTES 

qu'il envoyé des rayons à chaque œil , la perpendicu- 
laire dont il s'agit y feroit différente pour chaque oeil , flc 
pour l'ordinaire même placée dans des {^lans diiFérens ; 
ainfi le point vifible ^ placé hors de Taxe Optique^ devroit 
alors paroître double. Orc'eft ce qui n'arrive pas. 

Les mêmes difficultés auront lieu^iî on fuppofe que 
Pobjet foit vu dans la drreâion même de la partie du 
rayon qui vient frapper le fond de Tœil ; & il y faudra 
ajouter de plus la difficulté de concevoir comment on 
voit Tobjet dans la diredion de ce rayon, & non dans 
celle de la perpendiculaire > fuivant laquelle l'organe eft 
léellement affeâé.. 

I L 

Pour développer davantage , & foumettrc au calcul 
les difficultés qu'on vient d'expofer > foit Q^RS {fig. 47; ) 
la cornée y dont je fuppofe que le centre foit ^ViB\AB 
l'axe Optique pafTant par le centre de la cornée & des 
autres humeurs de l'œil ; Z i^ un rayon qui vienne d'un 
point placé lors de l'axe Optique; l'anglev^^Z étant 
d'ailleurs fuppofe très-petit > comme il le doit être : car 
le rayon LSou L B doit toujours tomber fur un point 
Jdela cornée qui foit très- près du fommet jR; puifque 
ce rayon L By pour opérer la vifion-, doit paffer par la 
prunelle dont le diamètre eft très- petit, & beaucoup 
plus petit que celui de la cornée. 

Le rayon L B qui ne fouffire aucune réfradion en S y 
parce qu'il eft perpendiculaire à la cornée^ tombe en u 
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fur la première furface P Mu àM cryftallin^ dont je 
fuppofe que le centre foit en jE ; là il fouffre une réfrac- 
tion qui l'approche de k perpendiculaire u £ y Se qui 
change fa diredion en u O. Ce rayon u O tombe en /^ 
fur la féconde furface P Nf^ du cryïlallin > dont je fup- 
pofe que le centre foît au point C\ le rayon a O fe 
rompt au point K en s*éloignant de la perpendiculaire 
C ^, & devient le rayon V i qui tombe fur le fond de 
l'œil en X., & qui > fuivant les loix de la vifîon , doit for-» 
mer en ce point Jf l'image ou foyer du point vîfîble, 
qui a envoyé le rayon LS on L B. Si donc it eft te 
centre du cercle XZ D que forme le fond de Pœil^il 
femble que l'objet doive être appcr^u dans la diredion 
du rayon X KY y fuivant laquelle s^exerce l'aclion du 
rayon i X; direftion qui n'eft pas la même que celle du 
rayon incident LS. Ainfi le point vifible qui a envoyé 
le rayon Zsf, ne feroît point vu dans la place* où il eft 
réellement : & d'ailleurs il devroit arriver prefque tou- 
jours qu^il feroit vu double ; parce que la ligne XY nt 
fera pas pour l'ordinaire dans le même plan pour chaque 
œil. 

Afin d'appliquer ici les nombres , & d'arriver à un 
réfultat qui nous donne* une idée plus' précife de la 
difficulté ^ fuppofons avec M. Petit le Médecin (^), que 
Jî 5 = 3 lig. i ; que Jî Jf = 1 % |( * ) ; donc B M^ 

(a) Mém. de TAcad. 17^8, pag. %^i^ 
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a lig. \ ; fuppofons encore avec le même M. Petît («^j 
J^E =» 4 lignes*, MN^^ 2 lignes <^J ; donc B ii^ss i 
ligne , & fi jE s=a 1 ligne 8c demi ; fuppofons de plus , tou- 
jours avec M. Petit , CNon C/^= 2 lig. i ( <: ) î fuppo- 
fons enfin avec M. Junn {d) , que la réfraâion de Thu- 
meut aqueufe dans le cryflallin foit comme 13 \ i a ; 
£c du cryftallin dans l'humeur vitrée comme 12a 15; 
on aura d'abord BO=^i-BE\ angl. BOuomBOK 

^ABL^^^^ABL.^^^.-±^y 

0^<;=BO^x-|-^;i^^ = -rTO^<y;&par 
conféquent Mi V, o\3iBOF'^iFO=^ABLy.{v — » 

i3M£ >' ^ li M E ' IX C y * 

enfin l'angle MKY^ Mi^x —'~ ^Mir_x 






Or fuivant les valeurs numériques fuppofées ci- deflus # 
ona£i?=i,^i? = 4;donc 5--— «=-_J . 

on a dcplus50«= .îyiSJf^ -^^4 B A^=i;C^=« 
ai; doncCO = i:'iVH-A^5-H^O = 5 -i--,\;enfin 



(a ) Miém. 17189 p. 300 ; & Me». 1730 9 P« 5 & 7« 
(i) Mcm, 1730, p. 7. 
(c) Ibii. p. 7» 

(({) EJfai ufcn iifiinâ aad mdiftinS wifion , Art* m. Cet Eflài eft 
imprimé à la fin de l'Optique de M. Smié^ 
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Or à caufe de la petiteffe de la ligne u V , & du petit 
angle qu'elle fait avec ABy\t% angles Miu^MiV 
peuvent' être pris fcnfiblement Tun pour l'autre; donc fi 
on fait l'angle LuK=^~ AB L , la ligne u\ pourra être 
eenfée dans la direâion du rayon ^Xi. Donc fî on voyoit 
dans la direéliou de ce rayon Xi ou u \ le point viûble 
qui a envoya le rayon Lu^lz grandeur apparente de- 
l'objet feroii: de ~ environ plus grande qu'elle n'eft en? 
effet <it), 

1 1 L 

Si fln fuppofe> ce quîparoît le plus naturel, que tavifion 
fe fàffe fuivant la ligne XKy Tangle MK Tfera à très- 

peu-près=syf jB£(iHf--TF)(*^""""4:"2~ ^^^^ Tangle 
■ABL èah. grandeur apparente de l'objet > feront aug-* 



(a) Cette grandeur apparente dimimierolt un peu, fî on flippo(bit 1« 
rayon M £: ie la première convexité du crjrftallin =s^ 6 lignes , 9l non 
pas 4, comme M. Petit ûit) ravoir okferré dans plufîeurs fiijets;car'alort 

©naurouB JEs=|5&jfi/r_j;5£(, 1 ):x(i-#.^ 

environ ul B L ( i ^ -tt* ) ; ce qui donne encore une angmentttios (êor 
fible. D^ailieurs les dimenfîons fiir le(quelles a été faut Ir calcul ^uid^ute 
UiV^Bss^A B JL ( y -H ^ }> font ks dimcAfioas les slus^rdiaasfes^ 
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mentées de la quantité Vr ■*" II'.kz "* ^^ "® ^*^^^^ ^^^^ 
que de trouver les valeurs de * it & de iC Z. 

Selon M. Jurin {a),RZ {fig. 48O = P % 7 5 ^elori 
M. Petit {b),RD^\ lig. 7 ; donc I>Z^% lig. -Selon 
le même M. Petit (c), 2> Q =a lig. ^; donc D a ou 



_^J1!_ =— il-; donc tfZ = 8-t-H-;& iCZ^i 
DZ «-4 ^_ 
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5_- 5 __ -j^ = j* •+• vè > & -S O , comme on l'a vu ci- 
de(rus='4--I>onc02'=.BZ— J?0»=:î4-|^,-/î; 
Et par conféquent O X, ou OZ — KZ= H-fo— t* 

— ^. Enfin O i (/^.47. ) = a-peu-près ^^-^^ • 

= {T-tr-^).x(ïT-+-HT) = à-très-peu-près ^ -i- t! 



a o 

H "— «=^-t-7T7«=f^.Donc/iC,ouOi-+-0 

à-très-peu-pfès i ^- f — ^ = i + ^,- Donc l'angle 
^ 5 I eft furpalTé par Tangle MK Y y de la fradion ^. 

^^ ^ _: environ — ^ & même un peu plus. C'eft pour-, 
quoi l'image de Tobjet paroîtroit aJugmentée à-peu-près 



(a) EJfai upon difiïnâ ani inàifiinâ vifm. Art. 13^. 
i^bj Mém. de TAcad. 17*8, p. 2>8. 

duti 
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tiers f fi le point vifible d*où eft parti le rayon L B > étoîf 
va dans la direâion du rayon XK ; or cela eft contraire 
à l'expérience. Donc on ne fauroit fuppofer que la vifioa 
ie fôfle fuivant des lignes qui paflent par le centre K du 
globe de l'œil > quelque naturelle que cette fuppofitioa 
paroifle« 

I V. 

Suivant tjuelle ligne donc apperçoît-on les objets o« 
points viables qui ne font pas placés dans Taxe Optique î 
Ôcft ce qui paroît très-difficile à déterminer éxa^ement 
& en toute rigueur. Cependant > comme Texpériencé 
prouve que les objets de peu d*étendue y qui font à 4a 
jportée de nos yeux ^ ne paroiflent pas fenfiblement plus 
grands qt'ils ne le font eh effet i il s enfuit que le point 
vifible qui envoyé le rayon X i*fur la cornée, eft vu fen* 
fiblement à fa place ; & que par conféquent ce point 
yiQble Zr, dont 'Tirnage eft «n Xy eft vu ^Bjirftblement 
'dans4â direâîon du rayon XL. Pourquoi ceiaf C'eft un 
fait que je n^eatreprendrai pas d'expliquer. Mais voici 
quelque chofe de plus* 

Jufqu^ici on a ifait voir que les objets , qui ne font 

pas dans T^e Optique y ont un lieu aflez mal décidé , 

%L qu^âeft douteux ^e et lieu foit poécifément dans le^ 

rayon vifuel qui-patt ^è Tob jet pour arriver àï^œil. Jef 

dis préfentement que les objets même qui font placés 

dans Taxe Optique^ ne font pas toujours vus dans cet 

axe. En effet fuppc^ons qu'on dirige les deux axes Op- 
Opu/c. Math. Tonii I. Mm 



tiques ^ EfBEifg.^»-) vers une Etoile £f il eft cci* 
U\n que cette Etoile nous paroît beaucoup plus près 
qu'elle n^eft en e£S?t : il cft vrsu qu on a'eftlme fa diflance 
fixe d^uae manière tt^im^rSaite êç très-vague ; mai* 
U n'en eil [^ moins (i^ q^e cette 4îftanG^ aperçue > 
ou apparente y ou préfumée , eft fort au-defToqs de U 
diflance réelle. Si donc o& voyoit l'Etoile dans chacun 
des axes Optiques AEyB E^onhi verroit dans chacun 
4e iQit& 'a;Kes aiix points t ^ qui font incomparablement 
jplqs prèa 4e ^ de de By que de Ey ainii on venoit deux 
étoiles ^'^ « ^ & la diflance appareitte teàc Tune à Taucre 
^oifi à-peu-pi^s %ale \AR. Cependant Texpéri^nce 
yffouv^ qu\^ n apper^oit qu'une feule Etoile ; ainû cette 
Stcale eft vue à-peu-*f)rès au point de milieu i de la ligne 
# ey fuivant <ks lignes A^yB^^ difiérentes deai^es Op^ 
tiques.. Il cfi vrai que ces lignes^ quoique réellement 
différentes des axes Optiques > ne s'en écartent que 
ibrt peu }^||is enBn elles en diSerent ; 6c cetee expé- 
»enee fuffit pour prouver q«ie (es objets qui fo9t à un^» 
diftance eonfidérable de Tœil^ne font point vus exac* 
tement dans Paxe Optique^ même quand on les regarda 
^eâement. 

Donc en général ^ xien n'eft moins certain que ce prinr^ 
dpe vulgaire d'Optique > que les <AfttsfoM vas daîif 4t 
du rayon qùils enyqyint à PoeiL ; 



• I 



y. 

Ç*tft une ^aode qoeftion encre les Ppdaem; que «de 



favoir en quel endroit on rapporte l'image dans un miroir 
ou dans un verre. Les ancitns Auteurs ont tous pris pour 
principe 9 qu'un o^je( vu p«c eéfraâiçn ou par r^fl^xion ^ 
^ ap|)er^ dans Pendrok où le rayon céâéGhi ou rompu |^ 
coupe la pecpeAdiculaire menée de l'objet fur la furfactt 
féfléchîfiante. ou rompante. Ce principe eft vrai dans les 
miroirs plans ; âc c*effc^là (ans doute ce qui a déterminé les 
aackns Opticiens à l^étendre tfifx autres furfaces. Ils au^ 
toient dà toir cependant qu'il ti'y avoit entre les deuj^ 
cas aocune analogie. U y en aucoit eu un peu davantage j 
s'ils avoieat placé l'image dans i'endfoit o^ le tzyom, 
réfléchi cnz rompu rencontre la perpendiculaire menée 
étïxixi^y i^on à b fucface léfléçhilTa^tte ou ré&ingpQte | 
çiais à la ligne droite qui touche c^jtte fiicface au pomi 
de réfraâion ou de réflexion. Car enfin ce point eu celui 
par lequel le rayon vifuel eft envoyé à l'œil ; & ce rayon 
y eft envoyé de k même niaiûere> que u le rayon inci- 
decccDmhoâttûic une fur/ace ^n^$ qui toudiat au point 
de réflébdott: ou de oéfra^orx » hk fuif ace céBécbiâante ou 
rompame« Hfeooit èomc plyiS' iMtufel de rapporter le lieu 
derkiiagé àla perpendiculaire misnée fur cette tangen- 
te 5 qu'à iâ perpendiculaire aienée fur la iucface ^ la« 
qudlle éSi al;^o2uaseiit iAd^peadan^e de la portion du 
«ayon câSédai. cm roftipn^^^ dit poiot réfiéçhiflant qu 
«^^m. Cependant nKUo di^, Ot>tK:i€]:tô . anciens ne 
ipmàtsarcit £itt cette. ré6éi»icmt& tous fe^ fofit accat* 
dés à placer le tien de l'image dans le concours du 

f ayou. léâédû oa rompu ^ec la «athete d'incidence* 

Mm ij 
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y L 

• Quelques-uns feulement, comme le T. Taquet, eni 
adoptant ce principe , font converfus que l'expérience y 
étoit contraire en certains cas. Soit, par exemple ^ dit 
le P. Taquet , un objet placé au-delà du centre d*un 
miroir concave ; il eft vîfible que tes cathétes d'incidence 
menées des deux extrémités de Tobjet , fe croifenc au 
centre ; & que par conséquent , fi le lica de l'image èft 
dans ces cathétes^, & que l'oeil foit placé encre le centre 
& le miron: , l'image doit lui paroîtrc renverfée. Cepeni- 
dant elle paroit droite. Il eft donc confiant que le prinr 
cîjpe des anciens Opticiens n'eft pas général, 6c paccoa-* 
ftqucnt n*cft pas vrai* 

VIL 

Barrow, Grcgoiî& Nevton ont fuîvî un principe en 
apparence bien plus plaufible. Un point vifible , xlifent*?» 
Hs , n'envoyé pas à Vœ'ù un'feul & unique rayon ; mais 
H envoyé fûrla Airface réfléchilTante ow rompante, des 
rayons dont un certain* nombre entre dans l'odU àcaufe 
que la prunelle n^èft pa^ un point Mathématique , mais 
qu'elle a une certaine largeur» Ainfi les rayons OFyQ f 
{fig. yo. ) qui partent d^n objet , & quifoat râléchis ov 
rompus avant d'arriver à l'œil & d'entrer dans la prùr 
nelle LNy y arrivent comme s'ils yenoient direâen^nt 
îdu point JF^ où les rayons réfléchis ou romput JFZ $flf 
concounoient étant prolongés ; s'il eft néceflaire* 
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tomme les rayon* Y L^f N font fort près Tun de Tau* 
tre > à caufe du peu de Wgear de la prunelle 1 leur point 
de concours E eft fenfiblement le même que fi le» 
faypns F L^f N éto\tn% infiniment proches ; c'eft-à^ 
^ire^ que c'eft le point où Iç rayon FL touche la eaufti*, 
que; par réflexion ou par réfraâion; ce point eft dôiiç 
celui où l'objet eft vû^ fuivant ce» Auteurs.- 

Y 1 1 r. 

Cette opinion paroit plaufible ; cependdÉ Barrow îuI-< 
même ^ à la fia de fes Leçons Optiques, avertit que i'ex^ 
périence y eft fouvent contraire. Voici le cas. Ceft celui 
où les rayons FL,fNy au lieu d^entrer dans Tœil dir 
vergens ^ y entrent convergens ; ce qui peut amver aifé*- 
ment 5 toutes les fois que la réflexion ou la céfraâion 
rapproche les rayons au lieu de les écarter. Car alors 
fi on place Tœil entre le point F ôc le concours E dea 
Tayons,les rayons entreront convergens dans To^ii^ ôc 
i'objet ne peut être- vu en E- (où l'on devroit le voir fui- 
vant ces. Auteurs ) puifque ce point E eft derrière la tête.^ 
Barrow en apporte plufieurs exemples y entt'autres celui 
du ?• Taquet , où Toeil eft fuppofé proche d'un mirois 
concave y & l'objet ou point vifible dans L'axe au-delà 
•du centre^ 

Il avoue en mâme^tems^que cette: difficulté lui pwroît 
infoluble. S'il m'eft permis de le dire^ il, me femble 
qu'elle affoiblit peu le principe. Car quand les rayons 
entrent dans roelLconvergens^la^vifîon doit êtr-e confia 
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fe ; & le principe ne peut s'étendre qu'aux rayofiS qtdf 
entrent dans rœii divergens; i^, parce que ces fayoïM 
font les feuh qui puifTent produire une vifi(m diMnîâe ^ 
£c par conséquent une rue nette de Timage ; a^'. patca 
^ue les layons convergens fe réunifTem derrière l'ctil^ 
^ ceriainiement on ne peut rapporter l'image ^ dont oo 
n'a d'ailleurs qu^une vifion confufe« 

I X- 

C'eft pour<pbl le principe de Barrov pourrott fubfifter ; 
ce me femble^ s il n'y avoir point d'autres raifons à y 
joppofer que rexpérience rapportée d-deifus ; il faudrok 
feulement y ajouter cette reikiâion i qull ne s's^tt quo 
de 1 unage vue par des rayons diveigens. Afaîs ce pcim 
Cipe paroit fujet à d'autres difficultés. 

£n premier lieu^ la podtion des yeux peut être telle i 
que les rayons réfléchis ou rompus qui entrcftt xknschat 
^ue œil y & qui pattent d^un naéitie point ^ Ibient très^ 
feafiblement <£lfféret^s y On ferment entr'eux un grand an^ 
^e« Suppofant donc que ces rayons concourent entr'eux ^ 
it faudroit que ce concours fat le même qtie le point E 
de la cauftique pour chaque rayon. Or c'eft ce qui arri- 
vera très-rarement/ Dans tout autre caes.^il y aisra deux 
points E ou deux lieux de l'image très-fenfiblement diflfifr 
irenâ pour chaque œH^ âcparcot^fiéquent l'image paroîtroit 
double. Ce quîftftcosirrabe à Inexpérience* Donc l'image 
fCt& pas yâe au point E» 



^ De plus^ Ç\ ies deux yeux font placés de manière quo 
les rayoos qui encrent dans chaque ceîl > oc concourent 
point j parce qu'ils fe trouveront ^ ou parallèles % ou dans 
de$ plaxis différens y il eft vif^le que dans ce cas l'image 
ne paroîtra même dans aucun des deux rayons ; autre* 
j^ent U faudroit j ou qu ^lle fôt vue doublé > ou qu'on ne 
vît Timage que d'un feul oeil \ ce qui n^eft pas. 

Cette réflexion fuffit pour répondre > en pafTant > à M., 
^olf ^ qui prétend que Tobjet eft vô dam le point de 
concours des rayons qui entrent dans chaque oeil. Car 
oîi veria^t-on l'objet quand ce point de concours n'exif- 
«gra pas { Ce q« eft fort ^dinaiie. 

XL 

Une autre confîdération rend le principe de Barro\r 
(âcore plus douteux. Il eft certaia qu'en n'ayant égard 
qu'à la loG^ueur X J\r de la prunelle > le concours des 
rayons qui y entrent , ^ft en E^ Mais (l on a ^ard de 
plus > comme on ]e doit ^ à la largeur de la prunelle i le 
concours des rayons qui entrent dans la prunelle fui** 
vant cette largeur « peut être dans unjpoint très^diâ^rent \ 
y dans celui où le rayon LF rencontre k ctthéte 
d'incidence } ^ forte que les rayons auront diiSécens 
points de concours y entre lefqoels on ne poprra déter^^ 
miner celui auquel Tceil doit rapporter par préférence 
l'image de rbb;et. Db [^ > les yeux peuvem être telle^^ 
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menç placés^ qu'il y aura pouc<:hacun deux images dîilmc^^ 
tes i ce qui fait quatre en tout ; & dans quelque fitua* 
tion qu'on les fuppofc > il y aura aa nioins trois images p 
Tune dans la cathéce d'incidence ^ les deux autres dan« 
les cauftiques* 

X IL 

Une autre difficulté contre le principe de Barrov % 
peut fe tirer d'une expérience que Barrow rapporte luîr 
même j comme favorable à fon opinion. Il fufpendit dans 
Peau un fil chargé de plomb à fa partie extérieure ^ 9c 
dont, la partie fupérieure 'étoit hors de Teau^À il ap«- 
perçut diilinâement^ dit- il ^ l'image de la partie infér 
rieure ^ qu'il voyoit par réfraâion ^ féparée de l'image de 
la partie fupérieure ^ qu'il voyoit par réflexion. Or cette 
dernière image eft conflamment dans la perpendicu*^ 
laire; donc la première image n'y étoit pas. Donc^con* 
clud BarroT^ les objets vus par réfraâion ne font pas 
vus dans la perpendiculaire. Cette conclufîon eft jufte $ 
B l'expérience eft vraie ; mais je dis que la même expér 
rience prouve contre le fentiment de Barro^. En e^t >; 
pour que l'on voye les deux images diftinûes & fépa-, 
rées y il faut qu'elle^ ne foient pas toutes deux dans un 
même plan perpendiculaire , paffant par l'œil & par l'ob- 
jet; autrement une de ces deux images couvriroit l'au- 
tre > & Texpérience feroit au moins fort douteufe. Donc> 
en fuppofant Inexpérience exaâe & vraie , les deux ima- 
ges font dans des plans différens. Or l'image de la partie 

vue 



[ 
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^^ par réflexion y eil conilamment dans le plan perpén* 
diculaire ;^onc l'autre image n'y eft pas« Donc^ fuivant 
cette expérience , Kmage de l'objet vu par réfraâion , 
ti'eil pas daks le plan perpendiculaire. Cependant , feloa 
le principe de Barro^ , elle y doit être* Donc ce pria*; 
cipe n^ pas vraL 

X I I L 

Aa relie je fuppofe ici que l'expérience fcit-exaâe^ 
jcar 1 ayant voulu vérifier , elle m'a paru très-incertaine ^ 
& je ferois même porté à la croire faufie. Quand le fil 
èi Teau font Jbien en repos y les deux images paroifîent 
prefque toujours fe confondre > ou du moins fe couvrir* 
!Ain(i l'expérience en ce cas ne prouve > ni pour leprin^ 
cipe de Barco^ y ni pour celui des anciens» 

Une autre expérience plus commune femble favo** 
table au principe des anciens^ au moins quant à la ré^ 
&aâion ûir les furfaces planes. Un bâton plongé obli<^ 
quement tdans Teau ôc vu de côté » eil vu brlfé y & la par-* 
tâe brifée femble être dans le même plan perpendiculaire 
où fe trouve la partie qui eu hors de l'eau ; ce qui prouve 
que dans ce cas Timage de chaque point eil vue dans 
la cathéte. Suivant le principe de Barrow^la partie 
brifée devroit paroître <ians un pian différent de celui put 
fe trouve la partie extérieure. 

XIV. 

Je crois donc qu'à Pégard des furfaces planes réf<ac<< 
Opufc. Math. Tome /. N n 
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tantes > le principe des anciens ne s'écarte pas fen& 
blement de la vërhé^Mais je doute qu'il y fo^conformc 
dans d'autres cas ^ 6c en particulier dans celui des furfacea 
tourbes* Je doute que dans les miroirs conveices y pajr 
nem[4e ^ Tittage . dfe Pobjipt fbît jasttaîs hors du miroic; 
Cependant , fi le principe des ancieâs était vrai, ello^ 
devroit y paroître quelquefois. Car foit AP [fig. y i. ) un 
rayon prolongé jufquen A/; en faifant P'0^= JP J/> 
F O fera le prolongement du rayon réfléchî \ donc fi 1er 
pointa ed: tellement éloigné dans la ligne yi^P ^ que 1» 
cathéte AC rut coupe point la ligne P O , le point A 
fera vu, fuivant le principe des anciens^ au point ^ où 1» 
ligne P Q prolongée rencontre la cathéte A Q- Le point 
^ parokra donc hors du mirour. O je doute qu'il y ait 
aucune expérience où il ait jamais été vu de la forte dans 
im miroir convexe.. 

Suivant le principe de BarroV au contraire ^ Tob jet 
doit toujours être vu au-dcdans du miroir^ lorfqu'il eft 
éonvexe. En effet foît P L infiniment petite , & foit 
prife X m = X -A^;^ Tobjet fera vu fuivant le principe 
dont il s*agit, au point de concours/^ des rayons L m^ 
F O. Or ce point p eft évidemment entre P6cO. 
' Quoi qu'il en foit , on: voit affez par tout ce qui a été 
dit jufqu ici, quaucundes principes imaginés pat les Op^ 
ticiens fur le lieu de Timage ,. n eft fuflSfanmient fondé 
en raîfon y & fur-tout qu aucun de ces principes ne fuflSit 
a tous les cas» 
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XVL 

' M. Snûth dans fon Optique ea tcnagme «tn adcre. Il 

prend d'abord pour principe ^ que ia grandeur aj^rente 

de i'iffisge eft proportionnelle à Tangle vifueL Ënfuite 

ibppofant <iue ^^ {fig. $^. ) Çokï objet, j^EBi^^nglc 

fous iequel îl feroit yù à Tceil mid fài^£i Tangle foug 

lequel on voit limage , il fait ni=»&i parallèle \ AB % 

& il prétend que limage eft vue en a^. Mais i^ M«. 

5mtth fuppofe que la grandeur de l'image eft Ample« 

ment proportionnelle à Tai^b vifu^l } ce qui eft faux 

dans rOptique direâe ^ & do moins tr^-incertaia dana 

la Catc^rarique & la Dioptrique* 2^ Si Tsinage eft capr 

port]ée tiSi-ab, elle ne devroit paroitre^<:e m& femble# 

^ue de la g;candôor a ^ = à ceUe de lob jet ; c «eft-à-dire 

qu elle ne devroit paroître ni augmentée s m dimiintées 

ce qui eft contre rexpérieace. 

Ces objeâioos contre k principe de M. Sinuâi^fmit 

(d'autant plus fondées 5 que ckns l'Art. i;5 de fon Ou** 

^nc2^^ il explique k convengence apparente des lignes pa« 

tallàles 9 par le feul principe de la dimioution des an^es» 

il regarde donc y ou paroît regarder ce principe comme la 

ieule caufe de la candeur apparente des objets. Or j^ 

il eA conftaaget que ce principe ne fuffit pas à expliquer les 

ioix de cette grandeur appaceme* 2^. & on appliquoit 

ici à la viûan diceâe le principe de M. Smith pour le 

apparent dans la viûoo réfléchie ou ré&aâée ^ on 

/eroit que chaque diilance de deux arbres coctef? 

Na ij 



j 
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pondans > devroit paroître à l'endroit même où* elle efl: 
réellement ; d'où il feroit aifé de démontrer que chaque: 
diftance devroit patoîtire 1^ même , & que par conféquent 
les deux lignes feroient jugées parallèles , ce qui n'eflr 
pas. Il faut donc que M. Smith convienne que fotir 
principe n*eft pas . applicable à la vifîon direâe ; or pour^ 
quoi la vi^on réfléchie ou réfraâée: fuivroit-elle d'autres; 
^oix^ 

. X V I L 

Depuis queeetEcriteftcompofé^ il a para un Traité 
poftume de M. Bouguer > intitulé Trmtéd^ Optique y dans 
lequel M«^ Bouguer hit la même remarque que noua 
avons faite' $. XI^ fur la double image que forment les 
sayons qui entrent dans chaque œil. Mais il fe borne à 
cette remarque > fanrs dire d'ailleurs laquelle des deux 
images eft apperçûe de préférence , fans obferver qu'au 
Meu d& deux images > il y en aura fouvent quatre y & au 
moins trois; & enfin faiïs faire mention des autres ob-r 
)eâions dont le principe de Barrow eft fufceptible > ni de 
celles qu^bn peut oppofer au principe de M. Smith. 

On demandera fans doute quel principe iifaut y fubftn 
tuer? Maréponfe fera > qu'il ny a peut-être point fur ce 
fiijet de principe général ; que le Ueu apparent de l'image 
varie vcaifemblablement fuivant une infinité de circonf- 
tances y dont la connoifTance exigerait des expériences 
multipliées > qu'on ne pourra peut- être réduire à une 
iieule âc unique loi% 



\ 
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« 

On fait que les objets y locfqu'ib font éloignés ^ par 
roiiïent toujours plus petits qu'ils ne font. Mais perfon* 
ne, que je fâche > na cherché > ni trouvé de moyen de 
mefurer leur grandeur apparente.. Voici ceux que j'ai 
imaginés. 

Soit B I> {fig^S^^) u"^ longueur hotîzontaie indéfi- 
nie ; 6c foit A la pofition de ToeiL On propofe de me* 
Êirer la grandeur apparente de la partie B Dy qu'on fup« 
pofe afleZ' longue pour être vue plus petite qu elle n eft 
en e&t. Il eft certain i^ qjue il l'œil A n eft élevé au* 
deiTus du plan BD que de la hauteur du corps, ou 
même d'une diftance peu coniidérable , les parties B C 
voifines de B paroitront de leur gjrandeur naturelle. Sott 
donc prife une de ces psHrcies RCy d'un pied de longueur.^ 
fzx exemple >.& fbient plaeés des objets remarquables 
€nJE jFy 2>'&c. de forte que les parties CEyEFy FD 
paroifient toutes égaks entr'elles' ôc à £ C; ce qui fe 
peut faire très-aifément^ Ea ce cas fi a eft le nombre 
des divifîons de la partie BD/ii^ eft vifible que la lon- 
gueur appjortntt de cette partie fera sa /z fois B C. 

2^. ILeft à remarquer que le rapport de BDznBC 

.pourra être ttès^lifiérent félon la. pofition. de ToeiL Je 

luis perfuadé.> par exemple y que la même longueur B 2> 

* paroîtra plus petite étant horizontale.^ que û elle étoit 

Terticale. Il faudra de p4us varier cette expérience pour 

toutes les. lignes £^i> ; hocizontales ^ verticales oaincUr 
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nées j & pour tous les cas au ces lignes £ D feront vues 
direûemcnt ou obliquement, c'eft- à- dire, où le pka 
BAD qui paffe par i?X> & par ivii^Tcn perpendicu- 
laire ou oblique au plan où fe trouve pboée latigne JS A 
Car il y a tout lieu de <^oire que ces diiSéreascas donae^ 
Tont des réfultats diiSérens* 

On pourra examiner encore, (î les parties BEjJEJD, 
qui paroilTent égaies emt'elles^ lorfqfu on les a diviliées 
en deux ou en plufieurs parties par un ou plufieurs corps 
intermédiaires Cy F, panroÎGront encore ^ales , quand on 
aura fupprimé ces corps intermédiaires? Et iî en laiiTanc 
fubfifter les corps C, F, elles paroitront encore î^alcs, 
quand on aura mis entre Icfs corps S^CyE^F^D^â^ 
nouveaux corps intermédiaires ? Je fuis fort trompé fi 
cette diverfité de circonftances ne produit qxjclijucs yar 
xiétés dans la grandeur apparente. 

X IX- ' 

SilaHgtte5J>(j^. ^'4. ) ^ fort loin de T-oeil , enibrte 
qu'une partie quelconque ^Cde cette ligne paroifleplas 
petite qu*dle n'eft en eiFet;on fera placer des objets 
remarquables en C, £, Dàcc. à d'aflfczpctites diftances 
l'tm de l'autre ; enforte que les diftances ^£7, C£^ £ D 
paroiffent égales ent/eUe6,>& affcz petites ;d un pied'^ 
par exemple. Enfuite on dirigera dxi point £ vers rccil 
ji un cordeau d'une couleur remarquable', £c dont la pofi- 
tion fera d'ailleurs arbitraire , pourvu qu'il vienne fc ter- 
miner affez près de l'œil A^ comme a quatre ou cinq pieds 
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iie cfiftance ; enfin par le point C on fêta tendre un autre 
cordeau Ca demême coiLleur> & on le dirigera de manière 
ça'ii pardiTe parallsèle au premier cordeau B A. Alors oa. 
mènera la ligne A a perpendiculaire à ^ ^ ^ ôc qui ren^ 
contre la ligne Ca tn a\ cette ligne ^^r étant mefurée ^ 
donnera la longueur apparente de la ligne BC\ puifque 
C h^F* ) BAy Ca femMent parallèles* Cotmoiflant la gtan^ 
deur apparente de£C>on connoitra celle de BJ>yeï% 
prenant B C autant de fois qu'il a de parties d^ns B i>. 
: il eft vifible qu'on peut zjoSl rariet cette expérience, 
en difi^ientes manières > fekm la poiition de la ligne B Jpt 
par rapport à Tceil ; ôc il y a tout lieu de croire ^ que félon 
ces différentes pofitions y les réfulcats feront différens» 

XX. 

r 

: Dans la première expérience > 5» X VIII ^ la ligne 
B D {fig. y î . ) parcttt plus courte qu'elle n'eft y parce que 
les points IX,FyEy ficc. font vus plus près de l'œil qu'ils 
ne font réellemem^ comme en dyfy e> c ôcc. Car en 
général on- juge toujours les objets éloignés .plus prè^ 
^'ils ne. font.^ LaHgne B D paroit donc comme en ^ di 
êc comme on connok par le $• X V 1 1 1 > la grandeur 
apparente id^ài qu'on peut mefurer la grandeur réelle 
M Dy on aura donc le rapport àcBd^L £ i>> ce qui don** 
nera l'angle d.BD. Car l'expérience prouve d'ailleur» 
que la ligne droite J? D paroît toujours droite > quoique 
racourcie ; d'où il s'enfuit que Bccfd ei); une ligne 
jdroite» 



/ 

I 



^Ce€ ^^'^eà^^^,cs fcnâblemcat <%ales entres. 
fcttfit'i'''^'"^ (i^"' Itès avoir calculé cet angle , fie 
ées ^<-% ^A;^^> £E,ecc,onea conclura. 

^^^"iueur -^^ f^a-p'^ égales. Si elles ne Je font 

^'s P^'*'^' ^"^«"^^^ qu'on n'a pas jugé aflez exaâe- 

^%''^'^.ÏÏ^f^ apparente des efpaces BC.CEi 

I flief^ ^^g, on feeommenceca l'expérience & le petit 

^^f^lea «ft ^ ^*® po^ trouver l'angb dBJD, . ^ 

XXI. 



IVfais on pourra trouver d'une manière plus précife 
^ plus facile cet angle dBD y^\z grandeur apparente 
^^^parTexpériencefuivante. Suppoibns qut B D foît 
une rangée d'arbres, & C/' la rangée parallèle. On cher^ 
ehera par le ^. XIX^ la grandeur apparente de la di& 
tance D i^ de deux arbres correfpandans. Suppofons 
qu'on la trouve de la quantité B jS; on fera x:ette pro^ 
portion; Dî* ou B ^e&k B (icomme ji D eu àunqua* 
triéme terme ji d; & cette quatrième proportionnelle 
jld donnera B dbi Tangle d BD. En effet la ligme D ^ 
«e paroît plus petite qu'elle n'eft réellement > que parce 
qu'elle parok plps proche de Toeil^ comme en d. 

X X I L 

De*là il eft facile de conclure quelle devroit être la 

diftancç 
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diftance D S'y pour qu'elle parût ^gale à £ C ; car (i on 
fait Ad eil z AD yCommt £ C eil à une quatrième pro- 
portionnelle ; cette quatrième proportionnelle fera la dif^ 
tance D S^ qu'on cherche» 

£n faifant le même calcul pour tous les points F^Ef"" 
C&c* on refondra le Problême > qui confiAe à trouver Jiii* 
vont quelles lignes y des allées d^ arbres doivent être plan-* 
iées y pour être vues parallèles* Mais on peut s'épargner ce 
calcul par les conddérations fuivantes. 

Il eft certain que deux allées parallèles B Dy^J^yca 
paroiflant convergentes $ ne perdent point l'apparence 
de lignes droites. Il eft certain de plus que le plan da 
l'allée paroit toujours fenfîblement une furface plane i 
atnfi les allées!? jD>C^ paroifTent convergentes > parce 
qu'on les rapporte fur un autre plan ^ qui fait avec le plan 
de l'allée Tangle dBD iles lignes BD àiCJ^ rapportées 
fur ce plan y y forment des lignes droites y 6c doivent 
par conféquent paroître telles. 

Donc fi on imagine fur ce plan dBQ (j£g. ;;• ) > ^^ 
ligne droite C A parallèle k B dy&L que par les points 
^AyCyâi yon fafie pafler un plan ; ce plan formera fur 
le plan de l'allée une ligne droite C ^ qui fera divergente 
ûtB Dytc qui fera ia dire£Uon de l'allée qu'on cherche* 
Pour trouver la direâion de C^ d'une manière plus fim** 
pie I il n'y a qu'à menerytf O parallèle ïBdile point O fera 
celui où les lignes DByJ^Q doivent concourir > & l'angle 

4es lignes DByi^Q, fera celui qui a pour tangente ; 

Opiifc. MatJi Tome L O o 
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X X I I I. 

Il y a plus de douze ans que j^avoîs fait cette remaN 
que en travaillant à l'article Paralléli/me de TEncyclo- 
pédie ; article auquel j'avois renvoyé d'avance dans Tar- 
ticle Al lée^ imprimé dès 1 7/ 1. En 17 5 j M. Bouguef 
a donné à TAcadémie des Sciences un Mémoire > où il 
remarque > comme moi^ que la direâion que doivent 
avoir des allées d'arbres pour paroîtrc parallèles, doit 
être celle de deux lignes droites divergentes ; & avant 
qu'il lût ce Mémoire , je dis à l'Académie que j'avoîs 
fait depuis long-tems cette réflexion. 

Les anciens Opticiens $ comme les P. Fabry > Taquet 
& autres y ont cru que Tune des allées étant droite ^ 
Fautre devoit être hyperbolique ; mais ils fuppofoient 
fauflement que la grandeur des objets étoît uniquement 
proportionnelle à l'angle vifuel. M. Varignon , prenant 
pour principe que la grandeur eft proportionnelle au 
produit du fînus de l'angle vifuel par la diflance^ trouve 
que la féconde allée doit être une ligne courbe con«. 
vergente à la ligne droite i ce qui étant abfurde^M. 
Varrgnon en conclut que le principe qu'il a adopté , ne 
vaut rien. Mais ce Géomètre a fait deux paralogifmes; 
I®. Au lieu delà diftance apperçue, il prend la diftance 
réel/e. 2^. Au lieu de faire la grandeur apparente pro-, 
portionnelle au fin. de D AJ^ {fig. y 3 . ) multiplié par A J^, 
il multiplie ce finus ipzrAD; en quoi il eft clair qu'il fe 
^trompe* Il falloit multiplier lé finus par y^J^^ ou la tan^. 



/ 
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gcnte par AD y ou plutôt par la diftance apperçûe/^^, 
& faire le produit égal à une quantité confiante ; & pour 
lors M. Varignon auroit trouvé y comme nous , une ligne 
droite £ J^ {Jig. $$.) divergente d'avec B Dy pour la di- 
xeâion de la féconde rangée. 

. Dans les Mémoires de lyyy , M, Bouguer a remarqué 
4c fon côté , que M. Varignon avoir mal-à-propos fub- 
fiitué les diftances ree//es aux diftances apparentes. Mais 
il n'a pas remarqué la féconde fource d'erreur ^ celle 
d'avoir pris les diftances ^ 2> au lieu des diftances A /• 
M. Bouguer ajoute que le produit de l'angle D A^ par 
^a diftance apperçûe A d doit être confiant ; en quoi il 
he s'exprime pas éxaâement. Il falloit dire que le produit 
de la tangente de Tangle J> A^ par la diftance appa* 
rente ^^ doit être conftant^ ou que le produit du finus 

de cet angle par -jr^ *• doit être conftant. 

XXIV- 

, Une autre remarque que M. Bouguer n'^a pas faite > c*eft: 
que la divergence des allées C i yB D y pourroit être 
différente félon la diftance B C des deux premiers arbres ; 
& félon la hauteur de Toeil A B. Par exemple y fi Tangle 
d B D étoit toujours conftant ou à-peu-près, il eft vifîble 
que^O étant parallèle à ^ i> & par cqnféquent l'anglp 
AOB étant conftant , l'angle 5 O C qui exprime la diver- 
gence des deux rangées d'arbres y varieroit félon que AB 

iiBQ> varierolent. 

Ooij 
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il pourroit donc très-bien arriver ^ qu'une allée d^arbres 
plantée pour être vue parallèle d un certain pdnt de 
vue , ne le paroîtroît plu» , lorfqu'on fe mcttroit à un 
autre point ; & qu'une perfonne placée à un certain point 
de vue pourroit la voir parallèle , lorfqu'une autre pcpr 
fonne de taille fort différente > placée au même endroit 9 
ne la veiroit pas de même* C'eft fur quoi l'expérience 
feule peut nous inftruire. 

XXV. 

Pour déterminer Tangle D Bd^Hi. Bougoer donne 
dans fon Mémoire dcsMéthcnies différentes de celles que* 
nous avons propofées ci-deflus y mais qui reviennent au 
même pour le fond. Il dit avoir fait ià-de(fus quelques 
expériences f & avoir trouvé ( ce qui eft en effet très*pro^ 
babie ) que Tangle J>Bd varie fuivant la variété des cirr 
confiances ^c'efl- à-dire ^fuivant ht manière dont le terr 
rein efl éclairé y rintenfit;é de la lumière > la couleur du 
fol , & même Tendroît de Pœil où fe peint l'objet. 

Il ajoute que B d n'efb pas éxaâement une ligne drpîr 
te ; ou plutôt que le plan apparent JîCa i/n'eft pas éxao^ 
tement une furface plane , mais une efpèce de conoJde^ 
dont la concavité eft tournée vers 1 œrl. Je doute de ce 
dernier fait^ & voici mes raîfons* i^. Quand on regarde 
une feule rangée- J? D {Jîg. ^ 3. ) ou même deux rangées 
parallèles B D^Q^i^y elfes parotfTent fenfîblement droites ; 
or fr le plan apparent de Fallée n'étoit pas fenftblemené 
plan^ la rangée apparente B d feroit concave ; au lieu de 
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paro&re droite > comme elle le paroSt en effet» On dira 
peut-être qu'elle eft réellemesic courbe^ quoiqu'elle pa« 
roîffe droite; mais comme il n eft queftion ici que d^ap- 
parences 5 \appartnct fet confond avec la réaâiéy Ôc œ qui 
ne faroù pas fenfibltment courbe ^ ne T^ point du tout.- 
2^» Il paroît que M* Bouguer a conclu que £ d étoic 
une ligne courbe^ non de l'apparence de cette Hgne 
cnv'ifagée dans fa totalité > mais de ce qu'ayaor employé 
idifiërens moyens pour déterminer l'inclinaifon du plan 
eu de ta ligne B dy ces moyens ne lui ont pas donné 
le même réfultat; d'oi^ il a conclu qu'on £iifoit un^ 
iauffe fuppofition en prenant la ligne B d pour fen(ible^ 
ment droite. Mais comme les difiérens moyens qu'oti 
peut en^loyer pour tM&xtet rinclinaifon de la ligne B dy 
ne font pas d'une éxaâîtiide rigôorenie^ âc peurencêtre 
fujets à différentes erreurs > il n'eft pas furprenant que 
CCS moyens ne donnent pas abfolument le même réful* 
tat ; la diâSétence pourra venir des erreurs des obfervt-* 
tk>ns y à moins qu'elle ne fût trop grande pour être attrî-» 
buée à ces erreurs; fie ;e doute qu'elle fbk afiez grande 
pour ceb. Mais ces obfenradons ^ pour être bien faites^ 
demandent un lieu vaite de commode^ où on puiffe le» 
fëpëter 6c les varier ; ce qui ne peut guères fe trouver 
^u'à la campagne dans des pbincs découvertes fie étenh 
dues^ 

XXVI. 

• • • ' « 

• * 

2^ Bouguer aflure ^ comme un &it certain ^ que d te 
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plan de l'allée n'eft pas horizontal y mais qu'il s'éleVe 
au-defTus de l'horifon > langle D B d àxi plan apparent 
Se du plan vrai fera d autant plus grand > que le plan vrai 
fera jun plus grand angle avec rhorifon;il ajoute que 
fî le plan s'incline à Phorifon en-deiTous y l'angle appar 
lent JD B diiz toujours en diminuant jufqa'à une cer«' 
taine inclinaifon , où le plan apparent fe confondra avec 
le pian vrai; après quoi fi le plan vrai s'incline encore^ 
l'angle D B d deviendra négatif > & le plan apparent 
fera au-deiTous du plan vrai. Ces expériences font d'au- 
tant plus remarquables y & ont d'autant plus befoin d'être 
Élites avec foin y répétées 6c variées en différentes ma« 
nieres > qu'il en réfulteroit peut-être des loix curieufes fie 
fingulieres fur la manière dont nous jugeons de la dis- 
tance apparente des objets > fuivant la différente ma« 
niere dont ils font placés. 

On peut , par exemple^ faire cette queftion >que lex-^ 
périence refondra aifément. En fuppofant que le plan 
de l'allée ne foit pas horizontal » la diftance de l'œil à Ce 
plan eft plus petite que fi ce plan étoit horizontal. L'œil 
étant donc fuppofé à la même diftance^fic abfolument 
dans la même pofition^ par rapport au plan de trois 
«liées ^ d'ailleurs femblables^ mais lune horizontale^ les 
deux autres inclinées y Tune au-deffus , l'autre au-deffous 
de l'horizon ; on demande fi les apparences feront les 
mêmes dans chacune de ces trois allées ? U y a lieu de 
croire que non ; la difficulté fera d'expliquer pourquoi* 

On pçut auffi demander pourquoi la diffance appar 
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rente des arbres au fpeâateur y eft dans certains cas plus 
petite^ dans d'autres plus grande que la diilance réelle, 
dans d'autres enfin égale à cette diilance f 

X X V I I. 

Les Opticiens ne font guères plus avancés fur la théo*- 
rie de la grandeur apparente des objets dans la viiîon 
réfléchie ou réfraÛée , que dans la vifion direâ:e,r Entrons 
là-dtiflus dans quelque détail. 

Pour déterminer la grandeur apparente d'un petit objet 
placé un peu en-deçà du foyer d*une petite lentille y ou 
microfcope fimple > ou à ce foyer même ; voici comme 
M. Smith raifonne^ art« 1 18 & 1 1^ de fon Optique. Les 
rayons réfraâés par la lentille , entrent dans Fœil à-peu* 
près parallèles , & l'objet vu diftindement en vertu de 
cette direûion des rayons , eft rapporté par Toril ou jugé 
(félon M. Smith ) à la plus petite diftance, où Tocil peut 
voir diftinûement les objets. D un autre côté on démon* 
tre que l'objet eft vu à travers la lentille^fousle même 
angle qu'il paroîtroit à Pœil nu. Donc, conclud M. Smith, 
fa grandeur apparente eft à fa grandeur réelle > comme 
la plus petite diftance à laquelle on peut voir un objet 
diftinftement , eft à la longueur du foyer de la lentille ; 
c'eft-àrdire , comme environ fept à huit pouces , eft à 
cette longueur. 

• ' Or je demande 1^. pourquoi un point vifible, vu p» 
des rayons parallèles ou à-peu-près parallèles , n'eft rap- 
porté qu'à la plus petite dijiance oà on voit lea objet» 
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diftinâement ? Il fembie au contraire qu'il devroit plutôt 
être rapporté à la plus grande difiance où Pon peut voir 
diftinâement les objets \ puifque des rayons fenfiblemenc 
parallèles doivent naturellement être fuppofés venir d'un 
point fort éloigné > ôc qu'ils afFeâent l'organe de la même 
manière que s'ils venoient d'un pareil poinCr*^^. Cette 
manière de déterminer la grandeur apparente 6c le lieu 
de limage dans le cas des microfcopes fimples , eft en^ 
ciérement différente de la méthode du même IVL Smith ^ 
expliquée ci-defTus $. XVI ; & par conféquenc ou cette 
dernière méthode du i. XVI n'eft pas générale j 6c par 
conféquent eft fautive ^ ou la méthode dont il s'agit dans 
ie prélent article eft fujette à un inconvénient fembla* 
ble. 3^ Pour déterminer la grandeur apparente d'un 
<4>jet éloigné vu par un Telefcope à deux verres , M» 
Smith n'a abfolument égard qu'à la grandeur de Tanglo 
{voyez art. lao de fon Opt.)^ 6c nullement à l'endroit 
où l'on rapporte 6c où l'on juge cette image > quoique 
ies rayons qui viennent \ l'oeil foient fenûblement paral- 
lèles 9 comme dans le cas du Microfcope Ample 6c da 
Aticrofcope compofé* i'ourquoi donc cette différence 
dans les deux théories des Microfcopes (impies ou com« 
pofés y 6c des Télefcopes ? Pourquoi dans le premier cas 
îlippofe-t-on que l'objet eft jugé à la diftance de fept à 
huit pouces ^ 6c que cette diftance apparente influe fur 
la grandeur apparente » tandis que dans le fecoàd cas i 
où les rayons entrent aufli parallèles dans l'oeil > on ne 

/ait aucujne mention de cette diftance apparente > 6c on 

fait 
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fait dépendre uniquement de Tangle vifuel^ la grandeur 
apparente l 

X X V I I I. 

11 eft donc confiant que Pon n'a point encore de Théo? 
tîe fatisfaifante fur les loix de la grandeur apparente des 
objets dans la vifion réfléchie & réfraÛée. Il me femble 
qu'on ne doit pas être plus fatisfait des méthodes ima^» 
ginées Jufqu ici y pour àéi^tminci par T expérience la gran-- 
dcur apparente des objets vus par des verres ou des mi- 
roirs. Car toutes les expériences qu'on a propofées pour 
cela, font tacitement fondées fur le préteodu principe; 
que la grandeur apparente eft proportionnelle à l'angle 
vifuel; elles fuppofent que deux lignes parallèles yifjff, 
CD Çfig. ^6.) paroiffant dans le prolongement de deux 
autres lignes parallèles ahyC d^ l'efpace-^ Ceft toujours 
}ugé égal \ac\ quoique ABDC^ahdc foient dans des 
plans différens & parallèles/0« cette fuppofition eft faufTen; 
Car imaginons que le plan abdc couvre le plan ABDC^ 
& le cache à Taèil; alors A Cy quoique couverte par ac^ 
lorfque a c eft placée devant,paroîtra néanmoins plus gran* 
de que acy lorfqu'on aura ôté Fobjet a c. Un nain plac(5 
devant un géant peut couvrir le géant à nos yeux y 6c 
cependant quand le nain aura été écarté y en reftant tou«- 
)ours dans le même plan y 11 paroîtra plus petit que le 
géant. Donc puifque les lignes A Byaby^C D yC i 
peuvent fe couvrir fans que les lignes ACyac foient 
jugées réellement égales y il s'eafuit que A B peut être 

Opufc. Math. Tami L P p 
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jugée dans le prolongetnenr de ^ ^ , & (7i>dans celui dd 
cdy fans que les efpaces AC^ac foient jugés égaux pouf 
cela. Pour en donner une preuve frappante , fuppofons 
que a c foit d'un pouce , & que le plan a bd c foit placé 
à un pied de diftance de Toeil j fuppofons de plus que 
;<^Cfoit de deux pouces ^& que le plan^^DCfoit 
placé à deux pieds de diftance ; je dis que dCD & c d 
fe trouvent dans un même plan , les lignes -^B, ^^ pa* 
roîtront dans le prolongement Tune de l'autre ; ce qui 
eft évident ;& cependant les lignes -r^C, ac nt paroi-* 
tront pas égales. Car en les regardant féparément , la 
première fera jugée de deux pouces, & la féconde d'un 
pouce , attendu qu'elles font 1 une flt lautre peu éloi* 
gnées de l'œil , qui par conféqueht les juge de la gran^ 
deur réelle dont elles font* 

Tels font les doutés que Von peut propcfer fur les pnnA, 
cipes ordinaires de f Optique ; d^oà il ré/ulie qu$ danà 
cette fcicnce prefqiu tout ^ encore àfairt% 

Tin du neuvième Mémoin. 
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ji ÏArt. ij6 du Traité de Dynamkiue; 

nouvelle Edition. 

jl) ans cet Article , qui eft éxaÛement femblable à 
l'Art, i^s de la première Edition du même Ouvrage j 
j'ai remarqué qu'il y avoit des cas où une boule ^ qu'on 
fuppofe infiniment dure y rencontrant à la fois quatre 
autres boules ^ ne communique point de mouvement à 
deux de ces boules y mais feulement aux deux autres. 

Ce que j'ai avancé fur ce fujct , quoiqu'appuyé par 
'des preuves qui me (emblent démonflratives y n*a pas 
frappé de même un favam Géomètre , qui a cru pou^ 
voir afligner les vitefTes des cinq corps après le choc% 
C^eft ce que je vais examiner. 

Je fuppofe qu'on ait ici fous les yeux TArt* 17^ de 
la nouvelle Edition du Traité de Dynamique y ou l'Art. 
:i4f de la première 5 que je prie le Lecteur de relire; 
je fuppofe aufli qu'il ait fous les yeux la figure répon^ 
dante à œs Articles y que je vais employer ici. 

Soit a la vitefTe de la boule ^^^ dont je fuppofe que 
A fort la mafle > Se j4 JL la direâion avant le choc ; D la 
«al& de lacune des boules D £c C, dont je fuppofe 
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que la vîtefle avant le choc foit parallèle zALy^^==^Br 
enfin foit E la maffe de chacune des J)oules £ , jF^ dont 
je fuppofe que la viteffe avant le choc foit parallèle 
à u4X , & = c; il eft vifible que 3 & c doivent chacune 
être plus petites que a. Cela pofé y 

Si on nomme l'angle LADj^yàc Tangle LA E yQ>y 
X la viteffe perdue par la boule A fuivant-^ Ly :i\z 
viteffe communiquée aux boules D y Cy fuivant A D &c 
ACy^jy la vitçffe communiquée aux boules £',/', 
fuivant CE y CFy on aura par notre principe de Dyna- 
mique, les trois équations fuivantes r 

( fl — ;c) cof. «t= ^ ■+- 3 cof. a. 

(a — x) cof. G = j^ -H c coH €• 

A xsss^ 2 D :(^ cof. * -f- 2 i?^ coH C. 

D'où Ton tire 

iD(a — i)cor. ,t*-hxE (a — c) cof. C* 
X == - 

^ 4- 1 D cof. «» -4- 1 £ cof C» 

Par conféquent la viteffe a — a: de la boule ^ après le 
choc 9L fera 

Aa-h 1 D b cof. et* -f- 1 E c cof fr» 
Z+Td cof «*-f-i £ cof "c* • 

La viteffe fi- ^ cof. a de la boule JD fuivant ^D, fera; 



égale a (^— ;v) cof, a = ^ =r — = i 

Et la viteffe de la boule E fuivant AE fera de même , 6c 

I A •/• (>ltfH-iDfccof.(t*+iEccof f » ^cof ^ 

par les mêmes raifons= ^ ^ccoub ;coug 

* • ^4-iI>cof *»-f.2jE:cof c» 

Ces formules font précifément fcmblables à ccllef 
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que le favant Géomètre dont il s'agit y a trouvées par 
une méthode particulière ; fur laquelle néanmoins on 
pourroit lui faire', ce me femble, quelques difficultés 
très-bien fondées y dans le détail defquelles je n'entrerai 
point ici. Quoi qu'il en foit , comme le réfultat eft le 
Hicme par fa méthode & par la mienne, c'eft unique- 
ment à ce réfultat que je vais m'attacher^ 

Je dis donc qu il faut néceffairement que les vitefTcs 
'des corps i),J?, après le choc, eftimées fuivant-^^J), 
^J?,foient plus grandes que les vitefles By c, de ces 
mêmes corps avant le choc, eftimées auffi fuivantyif Z), 
l/f £; car fi les vitefTes étoient égales avant & après le 
choc , il n'y auroit point eu d'impulfîon ; & il eft abfurde 
de dire qu elles puiffent être plus petites , puifque TefFet 
néceflaire du choc eft d'augmenter la vitefTe du corps 
/choqué. 

Il faut donc qu'on ait 

'Aa-h^ E c cof. G* > ^^ -H 2 £ 5 cof. C» ; "^ 

Et de plus- , ' 

^Aa -+- 2 D ^ cof. (X* >\/^c -4- 2 JD c cof. **• 
. Soit fuppofé , comme dans l'Art. 176 au Traité de 
^Dynamique y Jiconde iFdï/ia/î, c = a; îl eft vifible que 
la féconde condition aura lieu-, & que par conféquent 
les boules -£", -F, recevront du mouvement par le choc 
de la boulé yf / mais la pretnierè condition n'aura lieu 
qu au cas que A a foît > A b^2E B cof. C*. 
- Donc fi B diffère très-peu de a, comme je lai fup- 
pofé; cnforte que B^=parr^^y ^ étant une très-petite 
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quantité , il faut pour que les boules C, D reçoivent 
quelque mouvement par le choc de la boule ^;que la 
boule £foit aflez petite pour qu'on ait-/ia> ^EbcoÇ. Q\ 
Dans tout autre cas les boules Cy D ^nc recevront point 
de nouveau mouvement par le choc de la boule -^; elles 
conferveront feulement la vitefle ^ qu'elles avoient avant 
le choc ; & tout fe paflTera , aînfi que je 1 ai dit dans i'ea-^ 
droit cité, de la même manière que fi la boule -^ cho* 
quoit les boules ^,jP, feules. En effet la vitcffe des 
boules AyE ^Fy fera pour lors la même que fi lei> boules 
DyC éioient abfolument nulles, puifque ces boules 
ne contribuent en rien à altérer le mouvement de la 
boule j4. 

Prenons le cas où A a eft = -^^-4- 2 E B cof. C* ; 
c'eft celui où les boules D , C, commencent à ne plus être 
pouffées par le corps -^. On a pour lors :5^=o,& la viteflbr 

des boules £,jr, qui eft= r-r— n — r ^^ v — F? i 

^ ' * ji'-hiD cor. «* <4- 2. £ co{. C- ' 



fc réduit (en mettant ^outA a fa valeur yf t^2 £ S. 
cof. C * , ôc en remarquant que c = o) à la fimplc valeur 

de^cof. C*ou --; p ^ ,, — )à caufe de ^ il = -^ i^ 

'^ 2E i cof. G * ; ainfi tout fe paifc exactement ccdiimfi^ 
fi D& Cétoient =0. 

A plus forte raifon dans les autres cas > où ^ fera uno 
quantité négative 1 6c par conféquent impofiible dans 
l'hypothèfc préfente , le choc des boules Àj E , F, dc-i 
vra feui être «onfidéré. 
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remarquera mênie,que quoique la féconde condition 
ait toujours lieu , favoir , Aa-^2 D b cof* et* > Ac^ 
a J> CQfÂ. flt* ( au moins lorfque b>c)\ cependant , lorf- 
que :(; fe trouve négative, les formules trouvées ci-deffus 
pour les vitefles des boules-^, ^> -F, après le choc^ ae 
peuvent plus fervir y à moins que dans ces formules on 
ne regarde comme nuls les termes où fe trouve D; 
parce qu'encore une fois les boules D y C, doivent être 
iregardées alors comme n exiftant pas. 

En voilà afiez pour faire voir que je me fois exprimé 
rrès-éxaâement dans lendroit cité de mon Traité Je 
^Dynamique. On peut examiner de la même manière 
& par les mêmes régies , le cas où r ne feroit pas 9s oy 
wn(i que cvxt où b feroit <<. 
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FAUTES A CORRIGER 

Dans ce premier Tome. 



Age S ylig. lOyau lieu de d^(p' dJd-y lifez ^ dxù* ^ dt; 
Page 27 i lig. 10 , avant y' ^ mettez un point & une rirgule^ 

'f^^ 14 > %• '.^ ^^ ^'^" ^^ V^-^^ , lifez f/'2. 
p^ge 60 > %. i 5 , avant Y p , mettez wn point G* wne virgule: 
Page içi 9 lig* 8 , ^M lieu M les deux Logarithmes , Ufei les deuï 
Logarithmiques. 

Tage%^\ ylig^ i o, au lieu (îe( i fc -+-c — <z ), lifez fc i (ii^ + c-^a}t 
P^ge 255 ^ %. dernière f au lieu de 5 A, lifei 3 <^. 
,Pflg€2J7, Zig. 10., au lieu de diffimilitude , ii/èç fimilitude» 
Pjge 273, Zig. I , âu lieu ^4^ ti^rS , Zi/è:{ d'un tiers. 
P^gc 280, Zig. 10, au lieu de extérieure, lif^i inférieure; 



ip«" 



D 



Fautes à" corriger dans fcs Figures. 



Ans la Figure 4, Planche fremiere 9 il faut marquer d'utt 
trait le r , qui eft auprès Je T' , en cette forte t \ 

Vans les Fig. 4 &* j* , Planche première , il faut marquer d'un traîc 
la lettre R qui eft au-defliis de T^ , en cette forte , R \ 

Vans la Fig. 7 , flanche 2 , il faut marquer d'un double trai^ 
la :€ttre S ^ qui eft fans trait , en cette forte S^\, 
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